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ANNALES 


SCIENTIFIQUES 


L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE. 


SUR LA 


THÉORIE DE GALOIS 


SES DIVERSES GÉNÉRALISATIONS, 


Par M. E. VESSIOT. 


INTRODUCTION. 


1. L'objet principal de cette étude est l’extension de la célèbre 
théorie de Galois, pour les équations algébriques, aux équations 
linéaires aux dérivées partielles, de la forme 


Ox ‘ Ox 
(1) Ge + DPib ty + tn) Fy = 0, 


DA 
et aux systèmes complets de telles équations. 

Cette extension a été indiquée par M. Drach dans sa These ('); 
mais, à cause de certaines lacunes dans les énoncés et les démonstra- 
tions, il nous a paru utile de reprendre la question, afin d'arriver à 
des résultats bien précis. 

Nous avons abandonné la méthode de démonstration de Galois, que 
M. Picard (?) a réussi, comme l’on sait, à étendre au cas des équa- 


(1) Annales de l’École Normale, 3° série, t. XV. 
(2) Voir, par exemple, le 7raüté d'Analyse de M. Picard, t. Ill, Ch. XVI. 


Ann. Ec, Norm., (3), XXI. — JANVIER 1904. 2 
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tions différentielles ordinaires, linéaires et homogènes. Dans le cas 
actuel, en effet, l'emploi de cette méthode se heurte à la difficulté sui- 
vante : le passage d'une solution à une autre ne se fait pas, en géné- 
ral, par des formules rationnelles. | 

La méthode que nous avons employée est tout analytique. Nous 
l'avons exposée d’abord sur la théorie de Galois elle-même, dans un 
premier Chapitre. En voici le principe : 

Étant donnée une équation algébrique, que l’on considère comme 
remplacée par le système (S) des relations entre les racines æ,, ...,«, 
et les coefficients, on étudie d’abord le problème fondamental suivant : 
Quel parti peut-on tirer de la connaissance de certaines relations (A) 
entre æ,, ..., L,, en n'employant que des opérations rationnelles? Nous 
montrons que l’on peut déduire du système [S, A] un système ana- 
logue, dont le système [S, A] admet toutes les solutions, et qui est, 
comme nous disons, aulomorphe : ce qui veut dire que ses diverses 
solutions se déduisent de l’une quelconque d’entre elles par les sub- 
stitutions d’un groupe G, qui est dit le groupe associé au système, 
ou simplement le groupe du système. On remarquera que (S) est déjà 
un système automorphe, ayant le groupe général pour groupe associé. 

Dès lors, si l’on se place au point de vue de Galois, c’est-à-dire si 
l'on cherche à classer toutes les relations rationnelles en æ,, ..., æ, 
existant pour une équation algébrique donnée, on voit que l’on peut 
se limiter à ne considérer que des systèmes [S, A] rationnels et auto- 
morphes. Et l’on arrive, presque immédiatement, au résultat suivant, 
qui n’est qu'une forme du théorème de Galois : 


Il existe un système |S, A| automorphe et rationnel, tel que tout sys- 
téme [S, A | rationnel (automorphe ou non) en admet toutes les solutions, 
dés qu'il en admet une : le groupe de ce système est le groupe de rationa- 
lité ( groupe de Galois) de l'équation. 


Il est du reste facile de déduire, de cet énoncé, l'énoncé classique 
de Galois. 

Cette méthode montre le lien qui unit, dans cette théorie, le point de 
vue de l’invariance numérique des fonctions des racines, auquel s’est 
attaché Galois, et, après lui, M. Jordan, au point de vue de l’invariance 
formelle, qui semble avoir été celui de Kronecker. L’équivalence de 
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ces deux manières de traiter la théorie est très importante au point de 
vue de ses applications. 

On voit, enfin, par la marche que nous venons d’esquisser, le lien 
qui existe entre le point de vue de Galois, consistant à examiner les 
simplications que peut présenter la résolution d’une équation donnée, 
et le point de vue qui consiste à chercher comment on peut tirér parti, 
pour la résolution d’une équation quelconque, de certaines circons- 
tances particulières données : point de vue qui fut celui d’Abel, et, 
dans un autre ordre de questions, celui de Sophus Lie. 


2. Dans un second Chapitre, nous appliquons la même méthode aux 
équations différentielles ordinaires, linéaires et homogènes. Nous 
complétons ainsi, de manière à la rendre entièrement rigoureuse, la 
démonstration que nous avions donnée autrefois, dans notre Thèse, 
de la double propriété du groupe de rationalité de l'équation, Nous 
montrons l’équivalence de l'énoncé que nous avions donné, conve- 
nablement interprété, et de l'énoncé de M. Picard. 

La même marche s’appliquerait plus généralement à des systèmes 
automorphes d'équations différentielles, ordinaires ou aux dérivées 
partielles, pourvu que le groupe associé au système considéré (c’est- 
à-dire qui, effectué sur les fonctions inconnues, échange les solutions 
entre elles) soit un groupe de transformations fini, dont la transfor- 
mation générale soit définie par des équations rationnelles. 

L'extension de la théorie de Galois à de tels systèmes a été indiquée 
par l’auteur, pour les systèmes d'équations différentielles ordinaires, 
et par M. Cotton pour les systèmes d'équations aux dérivées par- 
tielles ('). 


3. Dans le troisième Chapitre, nous commençons à nous occuper 
des équations (1). Nous traitons le problème préliminaire fondamen- 
tal, c’est-à-dire que nous substituons à l'équation (1) le système (S) 
des relations différentielles liant à 6, 6,, ...,4,, les fonctions x,,..., X, 
qui constituent » intégrales indépendantes de (1), c'est-à-dire une 
solution quelconque de (r); et nous cherchons à tirer parti, par des 


(1) E. Vessior, Annales de la Faculté de Toulouse, t. Vill, H (§ V). — Corron, 
Comptes rendus, t. CXXXIV, p. 29. 


12 E. VESSIOT. 


opérations rationnelles, de la connaissance d'équations différen- 
tielles (A), satisfaites par certaines de ces solutions. 

On arrive à définir un ensemble, en général infini, de systèmes 
automorphes (‘) dont les groupes associés sont du même type, et 
entre lesquels se répartissent les solutions du système [S, A]. Mais 
aucun de ces systèmes automorphes n’est rationnel, en général. 

On est done en présence d’une difficulté toute nouvelle. Nous 
l'avons tournée en montrant que l’on peut former rationnellement un 
système automorphe, dont le groupe soit encore du même type, qui 
n’admette que des solutions de (S), et qui admette une solution 
de (S), se réduisant, pour ¢=7%,, à des fonctions rationnelles de 
t,, ..., hs supposées données. 

Le dernier Chapitre est consacré à la discussion de la théorie 
esquissée par M. Drach. D’après ce qui précède, on voit que les sim- 
plifications qui peuvent se produire dans l'intégration d’une équa- 
tion (1) donnée ne sont pas de la même nature pour les diverses solu- 
tions de l’équation. On obtient, dans tous les cas, les simplifications 
les plus grandes, en se bornant aux solutions principales, c'est-à-dire 
dans lesquelles æ,,..., x, se réduisent, pour une valeur particulière 

“t=, det, at,,..., ¢, respectivement. Nous arrivons, pour elles, à 
l’énoncé suivant, qui est l’analogue du théorème de Galois : 


Parmi tous les systèmes rationnels |S, A], admettant une méme solution 
principale, il en existe un, qui est automorphe, et dont chacun des autres 
admet toutes les solutions. Son groupe est le groupe de rationalité de 
l’équation. Les groupes de rationalité correspondant à diverses solutions 
principales sont semblables. 


Nous indiquons diverses autres formes de cet énoncé; nous mon- 


trons aussi comment il faut le modifier pour l'appliquer à une solu- 
tion quelconque. 


(1) Nous appelons, généralement, systéme différentiel automorphe un système diffé- 
rentiel dont toutes les solutions se déduisent de l’une quelconque d'entre elles par les 
transformations d'un groupe, effectuées sur les fonctions inconnues dans les équations 
qui définissent cette solution. Le système (S$) est aulomorphe; son groupe étant le 


groupe ponctuel général. Les systèmes automorphes ont été considérés souvent par 
Sophus Lie, 
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On peut, enfin, se placer à un point de vue tout différent, pour 
caractériser une équation (1) qui est spéciale, c’est-à-dire dont le 
groupe de rationalité n’est pas le groupe général. On cherche des 
transformations Q qui, effectuées sur 4, £,, ..., t,, et laissant ¢ inva- 
riable, n’alterent pas l'équation (1). L'ensemble de ces transforma- 
tions Q forme un groupe, isomorphe au groupe ponctuel à x variables, 
et dont les équations de définition sont rationnelles. Pour une équa- 
tion (1) donnée, on peut se demander quels sont les sous-groupes de 
ce groupe, dont les équations de définition sont aussi rationnelles. La 
réponse est que ce sont fous ceux qui contiennent un certain 
groupe (K), qui est isomorphe au groupe de rationalité de l'équation. 
On retombe donc sur des résultats tout à fait équivalents aux précé- 
dents. 

Tous ces résultats s’étendraient sans peine à des systèmes complets 
d'équations (1). Nous avons, pour abréger, laissé de côté cette géné- 
ralisation. | 

Il serait naturel de chercher à étendre la théorie en remplaçant le 
système (S) par un système automorphe tout à fait quelconque. Mais 
on se trouve en présence de nouvelles difficultés, sur lesquelles nous 
reviendrons dans une autre occasion. 


——— 0 60 = 


CHAPITRE L 


SUR LES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES. 


I. — Problème fondamental. 


1. Comme nous l’avons expliqué, nous nous proposons de reprendre 
d’abord la théorie de Galois par une voie nouvelle, entièrement ana- 
lytique, que nous n’aurons ensuite qu'à suivre de nouveau dans les 
Chapitres suivants, consacrés aux diverses généralisations de cette 
théorie. 
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Devant analyser les conséquences à tirer, pour une équation algé- 
brique donnée quelconque, de l'existence possible de relations 
rationnelles entre ces racines, nous commencerons par traiter le pro- 
blème suivant, qui sera fondamental, dans notre méthode. 


Étant donnée une équation 
(1) P(z2) = a2 — part + p, a —...+ (— ¥) pp =O; 
on suppose connues une ou plusieurs relations entre ses racines Bienen 
(A) Gelert, e+, Pal (RE ipo ae as : 


ralionnelles et entières par rapport à ces racines. Quel parti en peut-on 
tirer pour la résolution de P(x) = 0? 


Nous remplacons, à cet effet, l'équation (1) par le système équi- 
valent 


(S) DTA D'ariep ts Li Lac ln —Pns 


dont les n! solutions se déduisent de l’une quelconque d’entre elles 
par les substitutions T du groupe général de 7 lettres. Nous désigne- 
rons par une solution particulière quelconque de (S) 


(a) Ti OH; Ut, tons 
et par To la solution nouvelle donnée par les formules 
(To) Ta; S25 (ES 2. > 


où Tx; désigne, suivant l’usage, celle des indéterminées æ,, ..., æ, 
par laquelle la substitution T remplace a;. Nous supposerons les 
racines de P(a) = o inégales, de sorte qu’étant données la solution ¢ 
et une autre solution o’ de(S), il existe une substitution T et une 
seule pour laquelle To est identique à 5’ : nous dirons alors que T 
transforme co en 5’. 

L'hypothèse est que le système [S, A], formé de l'ensemble des 
équations (S) et des équations (A), a au moins une solution. Nous 
supposerons done que ¢ est une telle solution. Il existe alors une fa- 
mille de substitutions T, dont nous désignerons l’une quelconque 


SUR LA THÉORIE DE GALOIS ET SES DIVERSES GÉNÉRALISATIONS. 15 


par T, et telles que les diverses solutions de [S, A] soient représen- 
tées par le symbole général To. 

Il pourra arriver que la famille des T se réduise à la substitution 
identique, c’est-à-dire que le système [S, A] n’ait qu’une solution : 
elle se déterminera alors rationnellement, et l'équation P(æ) =o 
sera résolue. Écartons ce cas. 

L'idée bien simple qui va nous servir, c’est qu’on peut déduire 
de (A) d’autres systèmes ayant avec (S) le même nombre de solu- 
tions communes. En effet, si l’on effectue dans [S, A] une substitu- 
tion T quelconque, cela n’en change pas le nombre de solutions ; et 
comme (S) ne change pas, on obtient le système [S, TA], où (TA) 
désigne le système 


(TA) GréZr eds Lidge (UN EMEA DE 


qui est l’un quelconque des systèmes annoncés. Les solutions de 
[S, TA] ont pour symbole général TTo, c’est-à-dire T(To). 

La considération du système (TA) pourra être utile s’il a des solu- 
tions communes avec [S, A], c’est-à-dire s’il existe une des substitu- 
tions T, soit T,, telle que T, To soit de nouveau de la forme To; ce qui 
revient à dire que T,T, c’est-à-dire la substitution équivalente à T, 
suivie de T,, est une des transformations T, que nous appellerons T,; 
ou enfin que l’on a T = Tor 

Nous pouvons, en particulier, supposer que l’une des solutions 
communes est c: la condition pour qu’il en soit ainsi est alors que T 
soit de la forme T-'. De sorte que nous allons considérer, en même 
temps que les systèmes (S) et (A), les divers systèmes (T-'A). 

Toutefois l’introduction de ces systèmes ne peut être d'aucune uti- 
lité si chacun d’eux admet toutes les solutions de [S, A]. La condi- 
tion pour qu'il en soit ainsi est que, pour chacune des substitu- 
tions T, les diverses solutions de |S, Ta, qui sont de la forme 
générale T,T-'c, soient aussi de la forme Tgo; c’est-à-dire que, à 
deux substitutions T quelconques, T et Tg, en corresponde une troi- 
sième T, telle que l’on ait 


Ta 1e ou ‘We == TeT. 


C’est donc que les substitutions T forment un groupe (G). 
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Remarquons de plus que, d’une manière générale, les substitutions 
qui transforment une solution quelconque T,¢ de [S, A] en les 


diverses autres solutions To ont pour symbole général T,'T. Dans le 
cas actuel, ce sont donc encore les substitutions du groupe (G), et 


nous pouvons dire : 


Dans le cas particulier que nous venons de supposer, toutes les solutions 
de [S, A] se déduisent de l'une quelconque d’entre elles par Les substitu- 
tions d’un groupe (G), et Uy a autant de solutions que de substitutions 


dans ce groupe. 


Nous donnerons à un tel système le nom de systéme automorphe, 
parce qu'il ne change pas par les substitutions du groupe (G), etnous 
dirons que (G) est le groupe de ce système. 

On remarquera que (S) est lui-même un système automorphe, et 
que son groupe est le groupe général. 


2. Écartons encore ce cas particulier, et imaginons toutes les solu- 
tions communes à la fois à [S, A] et à chacun des systèmes (T-'A); 
elles seront de la forme générale Oc, les © constituant une famille de 
substitutions T, dont fait partie la substitution identique. La pro- 
priété qui définit les ©, parmi les T, est la suivante : une substi- 
tion @ quelconque est une substitution T telle que, pour chaque 
substitution T, soit T,, il existe une solution de (T;'A) qui soit iden- 
tique à Oc; c’est-à-dire une autre substitution T, soit Ts, telle que 
TgT,'o soit identique à Oo; ou encore telle que l’on ait 


(2) Hat: — 0 ou OT TE 


Cette propriété suffit à prouver que l'ensemble des © est un groupe (G). 
Soient, en effet, 6 et ©’ deux quelconques d’entre elles, et considé- 
rons un produit de la forme (00) T, : d’après la propriété de 0’, il se 
réduit à la forme OTs; et, par suite, d'après la propriété de @, à la 
forme T,. Donc (0@’) jouit de la propriété générale (2). Il appartient, 
du reste, à l’ensemble T, d’après la propriété de 0, puisque ©’ est une 
des T. Donc (00’) est bien encore une des substitutions @, ce qu'il 
fallait établir, 
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Les solutions Os sont donc les solutions d’un système automorphe, 
lias des équations (S) et de toutes les équations des divers sys- 
temes (T-'A), dont fait partie le système donné (A). 


3. Si l’on reprenait les mêmes raisonnements, de manière à avoir 
constamment, pour solution des systèmes considérés, une autre solu- 
tion de [S, A], par exemple To, il faudrait considérer, au lieu de la 
famille des T, celle des malbstiendons T,'T. Alors, l’une quelconque 
des Diane T;'OT, appartient à cet ensemble, et le produit 
(TS 'OT,)(TS'T) lui appartient encore. On arriverait done à un 
groupe contenant le groupe T,'(G)T,. Mais, inversement, le même 
raisonnement prouve que, si ©’ appartient à ce nouveau groupe, 
T,9'T;' appartient à l'ancien. On en conclut que le nouveau groupe 
est tout simplement le groupe transformé du groupe (G) des © par la 
substitution T,. 

Il en résulte que les solutions du nouveau système automorphe ont 
pour symbole général OT,s, ou encore qu'il se déduit de l’ancien 
immédiatement par la substitution T,. De sorte que la résolution de 
l’un de ces systèmes entraine celle de l’autre, et que l’on peutindiffé- 
remment se borner à considérer l’un ou l’autre. On peut enfin remar- 
quer que, s'ils ont une solution commune, on a une identité de la 
forme ©,T, = O,, c'est-à-dire T, = 0,0, = O,; mais alors toutes les 
EE titles OT, sont des Tune O, et les deux systèmes ont 
les mémes solutions. 

Plus généralement, deux quelconques des systèmes que l’on peut 
ainsi obtenir, ou bien ont toutes les mêmes solutions, ou bien n’ont 
aucune solution commune. Cela revient à dire que la famille des T 
peut se mettre sous la forme d’un Tableau rectangulaire : 


; 0, 0, Me Oss 
T, O71; 0,7, CRU 
Te 0, Tes ot eee O, 6 Tum 


dont les diverses lignes correspondent aux divers systemes auto- 
morphes entre lesquels se répartissent les solutions de [S, A]. 
_ Ann. Ec. Norm., (3), XXI. — JANVIER 1904. 3 
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4. La discussion qui précède montre clairement la marche à suivre 
pour résoudre effectivement le problème posé. 

On formera tous les systèmes (TA), et l’on cherchera s’il y en a qui 
aient avec [S, A] au moins une solution commune : c’est un pro- 
blème d'élimination, que l’on sait résoudre. Si le système [S, A] a 
plus d’une solution, on a vu qu'il en est toujours ainsi. Il pourra 
arriver que tout système (TA) ayant avec[S, A] une solution com- 
mune admette toutes les solutions de [S, A]: c’est le cas où [S, A] 
est automorphe. Les vérifications faites donneront alors toutes les sub- 
stitutions du groupe de ce systeme. 

Passons au cas général. On retiendra l’un des systèmes (TA) ayant 
avec [S, A] au moins une solution commune, mais n’admettant pas 
toutes les solutions de [S, A]. Soit (T, A) ce système. 

On cherchera alors les systèmes (TA) admettant au moins une des 
solutions du système [S, A, T,A], obtenu en adjoignant à [S, A] les 
équations (T, A). Si chacun de ces systèmes admet toutes les solu- 
tions de [S, A, T, A], celui-ci est l’un des systèmes automorphes dont 
on a établi l'existence. 

Sinon, on retiendra l’un d’eux, (T,A) par exemple, admettant 
au moins une des solutions de [S, A, T, A] sans les admettre toutes; 
on l’adjoindra à ce système pour former [S, A, T, A, T,A |, sur lequel 
on opérera de même; et ainsi de suite. 

En continuant ainsi, on arrivera nécessairement à un système 
[S, A, T,A, ..., T,A], tel que tout système (TA) qui admet une de 
ses solutions les admette toutes. C’est l’un des systèmes automorphes 
entre lesquels se répartissent les solutions de [S, A]. Les autres s’en 
déduiraient sans difficulté par des tâtonnements analogues aux pré- 
cédents. Mais il suflit, d’après ce qu'on a vu, d’en avoir un seul. 


Toutes les opérations que l’on a eu à effectuer sont rationnelles. 


Il résulte, en définitive, de tout cela, que l'on est toujours ramené, 
par une suite d'opérations rationnelles, à un système |S, A'|, de méme 
nature que le système donne [S, A], macs automorphe. 
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II. — Des systèmes automorphes. 


5. Nous devons maintenant étudier les systèmes automorphes. Nous 
aurons besoin, à cet effet, du théorème suivant : 


Etant donné un système d'équations algébriques entre des indétermi- 
nees X,, ..-, Xp, rationnelles et entières par rapport à ces indéterminees : 


(a). Fete, y Bn) = 0 CRE ae en PS 
st une équalion de la forme 
(4) Q(x, > Ln)— 8) 


où Q est une fonction rationnelle de ses arguments, admet toutes les solu- 
tions du système (3), la constante g se calcule rationnellement au 
moyen des coefficients des F, et de Q. : 


On écarte, bien entendu, le cas où le numérateur et le dénomina- 
teur de la fraction rationnelle Q s’annuleraient pour toutes les solu- 
tions de (3), puisqu'on pourrait alors prendre pour g une valeur 
constante arbitraire. 

Nous partons de ce résultat connu, que toutes les solutions de (3) 
se répartissent en systèmes généraux de solutions, dont chacun est 
détini de la manière suivante: æ,, ..., x, s'exprimentrationnellement 
au moyen d'un certain nombre d’inconnues auxiliaires y,, ..., y 
qui sont liées par une seule équation, algébrique, rationnelle et en- 
tière; et les coefficients de ces formules auxiliaires appartiennent au 
même domaine de rationalité que ceux des F;. 

Exprimons que (4) admet toutes les solutions appartenant à l’un de 
ces systèmes généraux : nous remplacerons, dans Q, les x; en fonc- 
tion des y;, ce qui donnera, à la place de (4), une équation de même 
forme 

QU, Ya) = 85 


qui devra être satisfaite par toutes les solutions d’une équation algé- 


brique unique 
CNOA or) =) 
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ce qui revient à dire qu’on est ramené au Cas particulier où le sys- 
tème (3) se réduit à une seule équation 


F(x, 7 Tr) 


(3) 
Tout revient donc à démontrer le théorème dans ce cas. 
Supposons, à cet effet, que (3°) contienne l’une des indéterminées, 
x, parexemple, au degré m. En nous servant de (3°) nous ferons 
disparaitre de (4) toutes les puissances de æ, supérieures à la 
(m — s)ième, Mais alors (4) ne peut plus être une conséquence de (3’) 
sans être une identité; et comme, par hypothèse, Q n'est pas indé- 
terminé, il se réduit à une constante qui est la valeur annoncée 


pour g. 


6. Considérons maintenant un système automorphe quelconque, 
c'est-à-dire un système d'équations algébriques rationnelles et en- 
tières en æ,, ..., æ, dont toutes les solutions se déduisent de l’une 
quelconque d’entre elles par les substitutions d'un groupe (G); on 
suppose, de plus, que les solutions de ce système (B) sont en même 
nombre que les substitutions de (G), c’est-à-dire que chacune de ces 
solutions ne demeure inaltérée par aucune substitution de (G), autre 
que la substitution identique. 

Supposons que ce système (B) soit le système (3) du numéro pré- 
cédent, et que Q(z, ..., æ,) soit l’une quelconque des fonctions 
symétriques élémentaires des indéterminées æ,, ..., æ,. Si nous rem- 
placons æ,, ..., æ, par l’une des solutions de (3), nous obtenons une 
certaine valeur g, et l'équation (4) admet alors toutes les solutions 
de (3). Nous pouvons donc, d'après le théorème précédent, calculer 


rationnellement la valeur g. 
Toutes les solutions de (B) sont donc solutions d’un systeme 


(S) Stipe DE DICTOR Vy) ces Ln = Ps 


que nous pouvons considérer comme connu. Et ce système (B) est de 

la forme [S, A], considérée au n° 1, à moins qu’il se réduise au svs- 

è ~ a A . . . us ÿ a 3 2 “ 

t me (S) lui-même, ce qui arriverait si (G) était le groupe général. 
Keartons ce cas particulier, et supposons, comme nous l'avons déjà 
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fait, que l'équation P(x) =o, équivalente à (S), n’a pas de racines 
égales. Nous allons montrer que les équations (A), associées à (S) 
pour définir le système automorphe (B), peuvent être remplacées par 
une seule équation, de Ja même nature 

On sait, en effet, former, et cela d’une infinité de manières, une 
fonction rationnelle Q(x,, ...,æ,) qui admette les seules substitu- 
tions du groupe (G), qui ne devienne indéterminée pour aucune so- 
lution de S; et telle que, si deux substitutions du groupe général la 
transforment en deux fonctions algébriquement distinctes, ces fonc- 
tions ne prennent des valeurs égales pour aucune solution de (S). 
C'est ce que nous appellerons, pour abréger, un wvariant caractéris- 
tique de (G), à discriminant non nul [relativement à (S )]. 

Soit alors w la valeur que prend Q pour une solution particulière 
quelconque du système (B). L’équation 


(9) Rap eyo 


admettant toutes les solutions de (B), la quantité w se calcule ration- 
nellement, d’après le théorème du n° 5. Et il résulte des propriétés 
de Q que le système [S, (5)] admet toutes les solutions de (B), et 
n’en admet pas d’autres. La forme [S, (5)| est donc la forme canonique 
annoncée pour le système automorphe (B). 

On sait qu’en supposant p,, p,, ..., p, indéterminés, les diverses 
valeurs que prend Q(æx,, ..., æ,), pour les diverses solutions de (S), 
sont racines d’une équation résolyante dont les coefficients sont fonc- 
tions rationnelles de p,, ..., p,. Les hypothèses faites sur Q reviennent 
à dire que, lorsqu'on remplace, dans les coefficients de cette résol- 
vante, P,, ,-., P» par les valeurs particulières correspondant au svs- 
tème (B) donné, cette résolvante ne devient pas identique, et que son 
discriminant ne s’annule pas. La constante w est alors une des racines 
de cette résolvante en Q du système (S). 

Réciproquement, si l’on adjoint, au système (S), une équation de la 
forme (5), où Q est un invariant caractéristique de (G), à discrimi- 
nant non nul, et où w est racine de la résolvante en Q, on obtient un 
système automorphe ayant (G) pour groupe. Car le système [S, (5) | 
ainsi obtenu, étant compatible à cause du choix de la valeur de w, est 
automorphe et a pour groupe (G), en vertu des propriétés de Q. 


22 E. VESSIOT. 
Le résultat obtenu peut donc s énoncer : 


La forme générale des systèmes automorphes que nous avons à considérer 
s'obtient en adjoignant à un système (S) une équation de la forme (a 
où Q est un invariant caractéristique, à discriminant non nul, du 
groupe (G) associé au système automorphe du groupe considéré, et où © 
est une des racines de la résolvante en Q du système (S). 


7. Revenons maintenant au probleme du § I. Nous pourrons 
énoncer les résultats des n° 3 et 4 sous une forme nouvelle en 
disant : 


Il résulte de ’hypothese faite [à savoir que l'on connaît les équa- 
tions (A)], que Von connaît la valeur w que prend un invariant carac- 
téristique Q(x,, ..., æ,) quelconque, a discriminant non nul, d'un cer- 
tain groupe de substitutions (G), quand on y remplace x,, ..., x, par 
une certaine solution x, = 4, ..., L,= a, du système (S). 


Parmi les solutions du système [S, A] se trouvent toutes celles du 
système [S,(5)]; et les autres se répartissent entre les divers sys- 
tèmes obtenus en associant à (S) l’une des équations 


Q (Træs eeey Tirn) =a) (h —=1,2,.-.,;~B — Lys 


Plus généralement les solutions de (S) se répartissent entre les 
divers systèmes obtenus en associant à (S) l’une quelconque des 
équations 


(6) QUT ay, sae ky) cae 


où Test une substitution absolument quelconque. Tous ces systèmes 
étant résolus dès que l’un d’eux l’est, il est tout à fait équivalent de 
se donner les équations (A), ou de se donner l’une quelconque des 
équations (6). 


Donc le fait que l’on connaît les équations (A) est entièrement equi- 


valent au fait que l’on connaît la valeur w de l’invariant caractéris- 
tique QQ. 
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8. Nous plaçant encore au point de vue du § I, nous pouvons sup- 
poser que l’on connaisse deux systèmes différents, tels que (A), 
ayant avec (S) des solutions communes, et chercher à en tirer parti. 


Cela reviendra, d’après ce qui précède, à connaître deux relations 
de la forme (5), 


(7) Q(x, -++9 En) =O, (x, ...) 2n)=0', 


correspondant à deux groupes (G) et (G’). Il pourrait se faire que (S) 
nett pas de solution satisfaisant à la fois aux deux équations (7). 
Mais il suffirait alors de remplacer la première de ces équations par 
l’une des équations (6), que l’on choisirait, par tatonnements, de ma- 
nière que le système (S) ait une solution commune au moins avec le 
système formé de cette équation (6) et de Q'— w’. 

Supposons done que le système [S, (7)] a au moins une solution : 
les autres s’en déduiront évidemment par les substitutions du plus 
grand sous-groupe (G”) commun à (G) et (G’). On est donc en pré- 
sence d’un nouveau système automorphe relatif à ce groupe (G’), et 
caractérisé par une relation nouvelle 


(8) ARR ay Aig) SON 


On verrait du reste facilement que les solutions de tout système 
formé de (S) et de l’une des équations transformées, soit de Q = w, 
soit de Q’=w’, se répartissent en systèmes formés de (S) et de 
diverses transformées de (8). Il en résulte que si l’on avait remplacé 
les équations (7) par deux de leurs transformées, choisies de manière 
à avoir en commun une solution de (S), on obtiendrait comme équa- 
tion finale une transformée de (8). De sorte que le fait que l’on con- 
naît la seule relation (8) est entièrement équivalent à l'hypothèse. 

Ces conclusions se généralisent immédiatement pour le cas où l’on 
aurait un nombre quelconque de systèmes (A) admettant des solu- 
tions de (S). 


III. — Le théorème de Galois. 


9. Nous supposons maintenant une équation P(x) —o donnée, 
dont les coefficients appartiennent à un certain domaine de rationa- 
lité (R) donné. 
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Nous disons que l'équation est spéciale dans [R], s’il lui correspond 
quelque système de relations [A], dont les coefficients appartiennent 
à [R], et admettant une solution de (S) sans les admettre toutes. Dans 
le cas contraire, l'équation est dite generale (*). 

Supposons l'équation donnée spéciale, et cherchons a préciser le 
degré de spécialité de cette équation. D'après les développements 
précédents, on est en droit de ne considérer, parmi les relations [A] 
possibles, que celles qui se composent d’une équation unique de la 
forme [5], et qui admettent une même solution ¢ de (S). 

En d’autres termes, tout revient à caractériser l’ensemble des 
fonctions Q(a,, ..., æ,), à coefficients rationnels dans [R |, et à dis- 
criminants non nuls, qui prennent une valeur numérique rationnelle 
quand on y remplace æ,, ...,æ, parles valeurs 2, = @,, .-., %=% 
constituant une solution 5 de (S). 

La discussion du n° 8 prouve que le sous-groupe maximum, com- 
mun aux groupes de ces diverses fonctions, a lui-même un invariant 
caractéristique faisant partie des fonctions considérées. Soit (F) ce 
sous-groupe commun, et J(æ,,...,æ,) cet invariant caractéristique. 

Réciproquement, soit Q(a,, ..., æ,) un invariant d’un groupe (G) 
contenant (T). L’équation 


Q(x, CY) Ly) = Q(o4, DO an) 


admet toutes les solutions du système formé de (S) et de l’équation, 
rationnelle dans [R |, 


(9) LUM tring nel DR Lt SEE: 


Donc, d’après le théorème du n° 5, Q(a,, ..., æ«,) est une valeur 
numérique appartenant à [R |. 
On obtient donc un premier énoncé du théorème de Galois : 


St l’on considère toutes les fonctions Q(x, ..., æ,), rationnelles en 
Hy +++, Ly, à coefficients rationnels dans [R], ET DONT LE DISCRIMINANT NE 
S'ANNULE PAS POUR L'ÉQUATION CONSIDÉRÉE, l'ensemble de celles de ces fonc- 
lions qui prennent une valeur numérique rationnelle dans [R] quand on 


1\C ‘ nations naraic i 
( Au dénominations paraissent dues à M. Drach. — Voir sa Thèse (Paris, 1898) 
page 32. Nu 
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DEREMPUACE: D,. a par les racines de l'équation donnée, prises dans 
un ordre détermine, toujours le même, est identique à l’ensemble de 
iii de oo fonctions qui ne changent pas quand on y effectue, sur les 
indeterminées X,, ..., Xn, les substitutions d’un certain groupe CLS 


C'est done l'équation (9) (ou l’une de ses transformées), c’est- 
a-dire, en somme, le groupe (T) qui lui est associé (ou l’un de ses 
transformés) qui caractérise la manière particulière dont l'équation 
donnée est spéciale. 

Remarquons que, chacune des fonctions Q de l'énoncé précédent 
correspondant à un système automorphe, cet énoncé pourrait se rem- 
placer par Le suivant : 


L'ensemble des systèmes automorphes, rationnels dans [R], et qui ad- 
mellent une méme solution de (S), est identique à l’ensemble des sys- 
témes automorphes, admettant cette solution, et dont le groupe contient 
un certain groupe (YT). Lorsque la solution de (S) considérée est rem- 
placée par une autre, le groupe (1) est remplacé par l’un de ses trans- 
formés. 


On peut également donner à cet énoncé une forme un peu plus 
large, en se servant de ce résultat du n° 4, que les solutions de tout 
système [S, A], rationnel dans [RJ], se répartissent entre divers sys- 

9 


tèmes automorphes qui s’en déduisent par des calculs rationnels. On 
peut done dire : 


A toute équation P(x) =0 spéciale correspond une famille de sys- 
témes automorphes, rationnels dans |R], transformés les uns des autres, 
et tels que tout système [S, A], également rationnel dans [R], admet 
toutes les solutions de l’un quelconque de ces systèmes des qu'il en admet 
une. Le système [S, (9)] est l’un de ces systèmes automorphes. 


10. Au point de vue théorique, il est intéressant de montrer que 
l'énoncé classique du théorème de Galois se déduit facilement de ce 
qui précède. 

Soit d’abord f(x,, ...,æ,) une fonction rationnelle de æ,, ..., 
æ,, dont les coefficients appartiennent à [R]; et supposons que 


F(a, ...,%,) soit un nombre / faisant aussi partie de [R]. L’équa- 


Ann. Ee. Norm., (3), XXI. — JANVIER 1904. 4 


26 E. VESSIOT. 
tion 

2 2 
(10) F(X, Sea baa eee 


constitue un système (A), rationnel dans [R], et admettant la solu- 
tion 5. Done, d’après l'énoncé précédent, il admet toutes les solutions 
de [(S), (9)]. Comme la solution la plus générale de [S, (9)] est 


0x; = a; Re US AE LV ou TL; = O0; (t= ra RE 
Q étant la substitution générale de (1), on aura done 
F (Ox, ae | fes a (Bigs «weal Enis 


c’est-à-dire que f(4,, ..., %) est numeriquement invariante par Îles 
substitutions de (T). 
Réciproquement, si f a cette propriété, l'équation 


Fl a sey Bat) els Mel 


admet toutes les solutions de [S, (9,]; et, d'après le théorème 
du n° 5, son second membre, c’est-à-dire la valeur numérique de 
FC, +. An), appartientà[R|. 

On a donc retrouvé les deux parties de l’énoncé de Galois. 


li. La théorie qui vient d’être faite pour les systèmes automorphes 
tels que (S), peut s'étendre à tout système automorphe (B), relatif 
à un groupe (G). 

D'abord on pourra traiter pour un tel système le problème fonda- 
mental analogue à celui du § I, et par la même méthode. On arrivera 
à ce résultat que, de tout système compatible formé de (B) et d'équa- 
tions telles que (A), on peut déduire, par voie rationnelle, un nou- 
veau système automorphe, relatif à un sous-groupe de (G), et dont 
(B, A) admet toutes les solutions. Et l’ensemble des solutions de 
(B, A) se répartit entre divers systèmes automorphes, transformés du 
précédent par des substitutions de (G). 

Considérant ensuite un système automorphe (B) donné, dont les 
cocfficients appartiennent à un domaine de rationalité [R]| donné, on 
dira qu'il est spécial, S'il lui correspond quelque système d’équa- 
tions (A), rationnelles dans [R], et telles que (B, A) ait au moins 


CR © 4 . 


ee = 
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une solution, sans admettre toutes celles de (B). Dans le cas con- 
traire, le système (B) sera dit general. 

Avec cette terminologie, 1a! théorème de Galois, pour l'équation 
P(æ) = 0, peuts’énoncer:  - 


A toute équation P(x) — 0, spécALE dans [R], correspond une fa- 
mulle, et une seule, de systèmes automorphes, rationnels et GÉNÉRAUX 
dans [R], transformés les uns des autres par les substitutions du groupe 
general, et dont toutes les solutions appartiennent au système (s) équi- 
valent à l'équation propose. 


Et plus généralement : 


A tout système automorphe (B), rationnel et spécrAL dans [R |, corres- 


pond une famille, et une seule, de systèmes automorphes, rationnels et 


GÉNÉRAUX dans [R], transformés les uns des autres par les substitutions 
du groupe (G) de (B), et dont toutes les solutions appartiennent au sys- 
téme (B) donné. 


L'un quelconque de ces systèmes généraux a pour groupe un sous- 
groupe de (G), qui pourra être appelé le groupe de rationalité de (B), 
comme le groupe (T) du n° 9 est appelé le groupe de rationalité de 
REX) ="0. 

Enfin, la méthode qui a été suivie s’appliquerait encore, sans modi- 
fication, au cas de systèmes automorphes dans la définition desquels 
interviendrait, au lieu d’un groupe de substitutions, un groupe formé 
d’un nombre fini de transformations d’une forme quelconque. Elle 
s’'appliquerait donc, en particulier, au cas d’une équation abélienne, 
le groupe correspondant étant formé de transformations rationnelles 
effectuées sur une seule indéterminée. 


IV. — Sur la résolution des systèmes automorphes. 


12. Il est facile d'interpréter la partie de la théorie de Galois, qui 
concerne la réduction progressive du groupe d’une équation donnée, 
comme étudiant les conditions de la résolution des systèmes auto- 
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morphes les uns par les autres. Pour abréger, nous nous bornerons à 
marquer la suite des idées, et à énoncer les résultats essentiels. 

D'abord, si un système automorphe a pour groupe associé un 
groupe intransitif, il peut se remplacer par plusieurs systèmes auto- 
morphes à moins d’inconnues, et à groupes transitifs. On peut done 
supposer qu’on ne considère que des systèmes automorphes à groupes 
transitifs. 

Soient (B) un tel système; (G) son groupe; (G’) un sous-groupe 
de (G). Si l’on cherche à former un système automorphe (B’), ayant 
pour groupe (G’), ou l'un des sous-groupes de (G) homologues de(G’), 
et dont les solutions appartiennent à (B), on est conduit à chercher 
une racine d'une certaine équation résolvante. Mais cette équation 
résolvante peut être spéciale, et l’on doit lui substituer un système 
automorphe résolvant, dont le groupe (G,) est isomorphe à (G) : ce 
groupe (G,) est simple, si (G’) contient un sous-groupe invariant 
maximum de (G), Si l’on a résolu ce système automorphe résolvant, 
on peut former rationnellement un système automorphe (B”), dont 
les solutions appartiennent à (B), et ayant pour groupe associé le 
plus grand sous-groupe (G”) de (G’) qui soit invariant dans (G). 

De Ja résulte que la résolution de tout système automorphe, à groupe 
non simple, peut se ramener à la résolution successive d’une suite de 
systèmes automorphes à groupes simples. 


13. Il reste à étudier inversement à quelle condition la résolution 
d’un système automorphe auxiliaire peut rendre spécial un système 
automorphe général donné; c'est-à-dire permet de le remplacer par un 
nouveau système automorphe ayant pour groupe associé un sous- 
groupe du groupe du système donné. La conclusion bien connue est 
qu'il n’y a pas lieu d'employer, comme systèmes auxiliaires, d’autres 
systèmes que les systèmes résolvants considérés dans le numéro pré- 
cédent. 

On prévoit par là que la difficulté du problème de la résolution d’un 
système automorphe dépend, non du nombre des inconnues, mais de 
la structure du groupe associé au système. 

On peut démontrer, en effet, que, si l’on a un groupe quelconque 
de substitutions (G,), isomorphe holéodriquement au groupe (G) du 
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système (B) donné, mais ne dépendant pas nécessairement du même 
à 9° , = ° GER . ‘ 
nombre d’indéterminées, on peut former rationnellement un système 


automorphe (B,), ayant(G,) pour groupe associé, et dont la résolu- 
tion entraînera celle de (B). 


— 200 = 


CHAPITRE IL. 


SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES ORDINAIRES. 


I. — Problème fondamental. 


14. Nous allons voir, dans ce Chapitre, comment la théorie, déve- 
loppée par M. Picard et par l’auteur pour les équations différentielles 
linéaires ordinaires, peut se calquer sur la théorie du Chapitre précé- 
dent. Nous montrerons ainsi le lien entre la méthode suivie par 
M. Picard et qui se trouve exposée dans son Traité d'Analyse, et celle 
que j'avais autrefois adoptée dans ma Thèse : cette dernière prétait à 
certaines objections qui se trouveront levées par les développements 
qui suivent. 

Reprenons donc la marche suivie dans le Chapitre précédent et 
traitons d’abord le problème fondamental suivant : 


Étant donnée | “équation 
n qr-1 


CES D 
(1) P(2) =n + Pil!) ace +...+pnr(t)x=o, 


on suppose connues une ou plusieurs relations différentielles entre n fonc- 
tions x,=4,(t),..., X,=%,(L) constituant un système fondamental 
d intégrales de cette equation. Ces relations, que nous désignons, pour 
abréger l’écriture, par 


(A) G,( 24, sey Ly) =o (io I, D Di); 


sont supposées rationnelles par rapport aux variables æ,, ..., x, ct 
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par rapport à leurs dérivées. Quel parti en peut-on tirer pour l'intégra- 
tion de P(x) = 0? 

Ce problème a été traité par Lie (*); la solution que nous allons en 
donner ne diffère de celle de Lie que par le mode d’exposition et la 
forme sous laquelle nous présenterons les résultats. 

Nous remplacons d’abord l'équation (1) par le système équivalent 
d'équations différentielles en æ,,...,æ, 


— 
a 
— 


Apyr(t) +A,=0 (NE PP Pere ae 


où l’on a posé, pour abréger, 


P : ax; (Later. E 
A =déterminant de | 2; Se Tat aig pres (f= a ee pes 
: af dx; d®—k-1 a, d” x; dr—k+ly, a xj 
A, = déterminant de | x; de der un deren 
(TNT de D 


Nous désignerons par ç une solution quelconque de (S) 
(5) di ai(t) (ir, 2er), 


c'est-à-dire un système de fonctions satisfaisant aux équations (S) et 
n’annulant pas A: ce n’est pas autre chose qu’un système fondamental 
d’intégrales de (1). Toutes les solutions de (S) se déduisent d'une 
solution ¢ quelconque par les diverses transformations du groupe 
linéaire homogène général, dont la transformation générale sera 
représentée par 


n 
F NT A 
(T) Lye) ee eps De (Cas 0 2, RO Le 


j=1 
Nous désignerons par To la solution définie par les équations 
(To) Lai) Ghee MEANS COR 
et par (TA) le systeme différentiel 


(TA) CR LR mess A, VSO CK Se ey sa 


(1) Leipziger Berichte, 11 mai 1891. 
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obtenu en remplacant, dans les équations (A), les fonctions incon- 
nues par les expressions Tz,. Il est essentiel de remarquer qu’il n’y 
a qu'une transformation T faisant passer de la solution ¢ à une autre 
solution 9’ quelconque. Nous pourrons dire que le système (S) est un 
système différentiel automorphe relatif au groupe linéaire homogène 
général. 

Nous appelons en effet système automorphe tout système différentiel 
dépendant de » fonctions inconnues æ,, ..., 2, et de p variables indé- 
pendantes ¢,, ..., ¢,, dont la solution la plus générale se déduit d’une 
solution particulière quelconque en effectuant sur æ,, ..., x, la trans- 
formation générale d’un groupe fini ou infini; tel, de plus, qu’une 
solution du système n’admette aucune transformation de ce groupe. 


15. Cela posé, on peut reprendre, à peu près mot pour mot, en 
changeant seulement partout le mot de substitution en celui de trans- 
formation linéaire homogène, les raisonnements du Chapitre précé- 
dent. Nous abrégerons donc un peu. 

Nous supposons que s soit une solution de [S, A] et nous désignons 
par le symbole To toute autre solution de ce système : les T sont donc 
une certaine famille de transformations T. Nous pouvons écarter le 
cas où cette famille se réduit à la seule transformation identique : la 
solution unique de [S, A] se calculerait alors rationnellement. 

Considérons les systèmes [S, TA] qui admettent la solution ¢ : ce 
sont les systèmes de la forme [S, T-'A |. Si chacun d’eux admet toutes 
les solutions de [S, A], c’est que les T constituent un groupe et que 
[S, A] est un système automorphe, relatif à ce groupe. On le constate 
en vérifiant que le système (TA) ne peut avoir avec [S, A] une solu- 
tion commune sans admettre toutes les solutions de [S, A]. Et l’on 
détermine le groupe correspondant en cherchant toutes les transfor- 
mations T qui laissent [S, A] invariant. 

Dans le cas général, on verra, en raisonnant comme au n° 3, que les 
solutions communes à tous les systèmes [S, T-'A | sont Dites par 
le symbole général Os, où © est la transformation générale du groupe 
formé par celles des transformations T telles que tout produit OT soit 
encore une transformation T. 
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De même, les solutions communes à tous les systèmes [S, TA | ad- 
mettant une autre solution de [S, A] seraient de la forme 


(TH OT)", 


c'est-à-dire correspondraient à un groupe transformé du groupe 
des @ par l’une des transformations ii | 

L'ensemble des solutions Oc, par exemple, est défini par un système 
automorphe relatif au groupe des 6, et qu’on obtiendrait facilement 
si l’on connaissait c. En effet, en exprimant que le système (TA) 
admet la solution 5, on obtiendrait certaines équations de conditions 
entre les constantes arbitraires c;; figurant dans T. En écrivant en- 
suite que les équations du système (TA) sont des conséquences de ces 
équations de condition, on obtiendrait un certain nombre d'équations 
qui, jointes à (S), définiraient le système automorphe cherché. 

Les solutions du système [S, A] se répartiront entre une suite finie 
ou infinie de systèmes automorphes analogues, relatifs aux groupes 
transformés du groupe des © par les diverses transformations T. 


16. Sans connaître rien que les équations (A) on pourra trouver 
l’un de ces systèmes de la manière suivante : 

Employons de nouveau la méthode des coefficients indéterminés et 
écrivons que (TA) admet une solution de [S, A] sans les admettre 
toutes. Cela donnera certaines relations entre les c;;, dont on devra 
calculer une solution particulière quelconque : à cette solution cor- 
respondra un système (T, A), et l'on considérera le système [S, A, T, A], 

Kerivant de nouveau que (TA) admet au moins une solution de ce 
système, il se pourra qu'il en résulte que (TA) les admette toutes. 
Dans ce cas [S, A, T, A ] serait le système automorphe cherché. 

Dans le cas contraire, on retiendra les relations entre les c;; qui 
expriment que (TA) admet une solution de [S, A, T, A] sans les ad- 
mettre toutes, et l’on calculera une solution particulière quelconque 
de ce système de relations entre les c;; : elle correspondra à un sys- 
tème (T,A) qu'on adjoindra au système [S, A, T,A|, qui sera ainsi 
remplacé par le système nouveau [S, A, T,A, T, A], sur lequel on 
opérera de méme, et ainsi de suite. 

Comme un système différentiel compatible ne peut admettre un 
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nombre illimité d’équations du même ordre, algébriquement indé- 
pendantes, la suite des opérations se terminera. C’est-a-dire qu’on 
arrivera à un système [S, À, T,A,..., T;A] tel que tout système (TA) 
admettant une de ses solutions les admette toutes. C’est le système 
automorphe cherché. 

Soit (2) ce système. Les solutions de (S) se répartissent entre les 
divers systèmes (TZ). Les solutions de [S, A] se répartissent aussi 
entre divers systèmes (TX) dont on obtiendra la forme générale en 
écrivant que (TX) a comme conséquence les équations (A) : cela 
donnera des relations entre les c;; dont on aurait à chercher la solu- 
tion générale. ; 

Au point de vue pratique, il n’y a aucun intérêt à cette recherche, 
puisque l'intégration d’un des systèmes (TX) entraîne celle de tous 
les autres, car on peut obtenir, au moyen de calculs de la même 
nature que les précédents, les transformations T, qui font passer de 
l’un de ces systèmes à un autre de ces systèmes, supposés donnés. 

La conclusion est, en définitive, que l’on est toujours ramené à un 
système |S, A’] automorphe, dont toutes les solutions appartiennent à (A), 
et les opérations nécessaires pour cela sont entièrement rationnelles, 
sauf celles qui consistent à chercher des solutions particulières de 
certaines relations algébriques entre certaines constantes. 


II. — Des systèmes automorphes à groupes linéaires. 


17. Soit (2) un système différentiel automorphe, relatif à un 
groupe (G) linéaire homogène. Soient x,, ..., x, les fonctions incon- 
nues, 4 la variable indépendante supposée unique, et soit 2,=«,(2),..., 
XL, == #,(t) une solution : nous pourrons supposer, comme cela se 
présente toujours pour les systèmes automorphes auxquels nous avons 
été conduits, que «,(t),..., %(¢) sont des fonctions linéairement 
indépendantes. Cela revient à supposer que l'équation A = 0 (vor la 
signification de A n° 14) n’est pas une conséquence des équations 
de (x). | 
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IA San : A 
Considérons alors l’une quelconque des fonctions différentielles À 


(voir n° 14), et soit — p4(4) la fonction de # à laquelle elle se réduit 
pour æ,—=a,(4), ...,æ,= @(t). L’équation différentielle 


(2) A,;+ pr(t)A—=o ou + = Pelt) 


est une conséquence des équations (£), puisqu'elle admet toutes les 
transformations T, et, en particulier, toutes celles de (G), de sorte 
que, admettant la solution æ, = &,(4), ..., æ, = a,(4) de (=), elle les 


admet toutes. Il en résulte que cette méme équation (2), considérée 


, : ‘ripe dx, hat ER 
comme équation algébrique en 2), ..., @,, >> +++» Fa? est une con- 


séquence algébrique des équations du système (2), différentiées jus- 
qu'à l’ordre n. D'où l’on conclut, au moyen du théorème général 
du n° 5, que la fonction p;(t) se calcule rationnellement au moyen 
des coefficients des équations (2) et de leurs dérivées. 

On peut donc considérer le système (£) comme composé d’un 
système (S) connu et de certaines autres équations (A). 

Le groupe (G) peut être considéré comme connu, car c’est, en vertu 
des hypotheses, le plus grand groupe linéaire homogène laissant (2) 
invariant : c’est de plus un groupe algébrique, et l’on peut faire en 
sorte que les paramètres figurent rationnellement dans ses équations. 
On peut, par suite, calculer un invariant différentiel caractéristique 
de ce groupe, que nous désignerons pour abréger par Q(x,, ...,æ,): 
cela veut dire que les seules transformations linéaires homogènes 
que Q admette sont celles de (G). Nous pouvons supposer de plus (‘) 
que Q ne devient pas indéterminé pour æ, = «,(t), ..., æ, — oe ER 
et que si Q(a,,..., æ,) et Q(Tx,, ..., Tx,) ne sont pas identiques, 
Q(a,, ++, a) eLA(Ta,, ..., Ta,) ne sont pas non plus des fonctions 
de ¢ identiques. 

On voit alors que le système formé de (S) et de l’équation unique 


(3) Q( ay, 2.52) = Q(ou, ..., on) 


admet toutes les solutions de (=) et pas d’autres; et il en résulte, par 


(*) Voir, sur ce point, Beke, Math. Annalen, t. XLIX, DATS: 


SUR LA THÉORIE DE GALOIS ET SES DIVERSES GÉNÉRALISATIONS. 3) 


un raisonnement semblable à celui que nous avons fait plus haut 
pour l'équation (2), que le second membre de (3) est une fonction 
w(t) qui se calcule rationnellement au moyen des coefficients des 
équations (2) et de leurs dérivées. On pourra donc toujours supposer 
les équations (Z) données comme se composant des équations (S) et 
d’une équation unique 


(4) (Ti, Ta) O(1), 


où Q est ce que nous pouvons appeler, par analogie et pour abréger, 
un tagariant différentiel caractéristique de (G), dont le discriminant n'est 
pas nul pour le systéme particulier (S). 

La fonction w(t) est du reste liée, comme l’on sait, aux fonctions 
Px(4) par une relation différentielle que l’on sait former et que l’on 
peut considérer comme une reésolvante en Q de l'équation P(x) =o. 


18. Revenons maintenant au problème du § I. Nous pouvons dire 
qu'il résulte de l'hypothèse faite que l’on connaît la valeur w(t) que 
prend un invariant caractéristique Q, a discriminant non nul, d'un 
certain groupe linéaire homogène (G), quand on y remplace x,, ..., Lp 
par une certaine solution du système [S, A]; de telle sorte que le sys- 
tème [S,(4)] n’admet pas de solution qui n’appartienne à [S, A]. 

Si l’on supposait connus plusieurs systèmes tels que (A), ayant 
avec (S), séparément, des solutions communes { c’est-à-dire, d’après 
ce qui précède, plusieurs équations analogues à (4)], on montrerait 
d’abord, en raisonnant comme au n° 7, qu'il n’y a nulle restriction à 
supposer que le système formé de (S) et de toutes ces équations a 
lui-même des solutions; et que, par suite, on peut remplacer toutes 
ces équations par une seule de la même forme, où figurera un inva- 
riant caractéristique à discriminant non nul du sous-groupe commun 
aux divers groupes qui correspondent aux diverses équations (4) 
données. 


III. — Théorie rationnelle d'intégration de l'équation linéaire d'ordre x. 


19. Nous supposons maintenant une équation particulière P(æ)— 0 
donnée dont les coefficients appartiennent à un certain domaine de 
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rationalité donné [R]. On doit considérer comme faisant partie de ce 
domaine toutes les fonctions de ¢ qui se présentent sous la forme de 
fonctions rationnelles de 4, des coefficients pa(e) et de leurs dérivées, 
et peut-être de certaines autres fonctions de ¢ connues et de leurs 
dérivées, les coefficients de ces fonctions rationnelles pouvant étre 
des constantes absolument quelconques. 

Il en résulte que, si l’on se trouvait, relativement à cette équation, 
dans les conditions du problème du § I, les coefficients des équa- 
tions (A) étant supposés appartenir au domaine (R), les coefficients 
de tous les systèmes automorphes que nous en avons déduits appar- 
tiendraient encore au méme domaine; et, par suite, il en serait de 
même de la fonction (¢) qui figurerait dans l’équation (4) corres- 
pondant à l’un quelconque de ces systèmes automorphes. 

Nous dirons précisément qu'une équation P(a) =o cesse d'être 
générale pour être spéciale, s’il existe quelque système d'équations (A) 
dont les coefficients appartiennent à [R] et qui admette certaines des 
solutions du système (S), équivalent à la proposée, sans les admettre 
toutes. Pour préciser le degré de spécialité de l’équation donnée, il 
faudra donc caractériser tous les systèmes (A) satisfaisant aux condi- 
tions énoncées. 

Mais, d’après la remarque que nous venons de faire, jointe aux 
résultats du n° 16, il suffira de chercher à caractériser l’ensemble des 
diverses équations de la forme (4) qui satisfont aux mêmes conditions, 
c'est-à-dire l’ensemble des fonctions différentielles Q(x,, ..., æ,), 
à coefficients rationnels dans [R] et à discriminant non nul, qui 
deviennent, quand on y remplace æ,, ..., x, par les fonctions 
Da, (4), ..., 2, = 4, (4), constituant une même solution quelconque 
de (S), des fonctions de ¢ appartenant elles-mêmes au domaine [ R ]. 

Alors les raisonnements que j’ai exposés dans ma thèse deviennent 
tout à fait rigoureux, tandis qu’ils sont en défaut si l’on ne prend pas 
le soin d’écarter les fonctions de Q qui ne sont pas à discriminant 
non nul et que l’on est en droit de laisser de côté d’après la discussion 
que nous venons de faire. L’énoncé du théorème général, analogue à 
celui de Galois, que j'ai donné dans ma thèse, est donc exact, avec 


cette restriction qu'il ne s'applique qu'aux fonctions Q à discriminant 
non nul. 
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_ On pourrait, pour arriver au même résultat, employer des raison- 
nements calqués sur ceux du n° 9. Comme au n° 9, on peut aussi 


énoncer le théorème fondamental sous une forme un peu différente, 
en disant : 


Il existe un type de groupes linéaires homogènes algébriques, tel que à 
chacun d'eux correspond un système automorphe, dont les coefficients 
appartiennent au domaine | R | et dont toutes les solutions sont solutions 
de (S). Tout système |S, A], dont les coefficients appartiennent à [R], 
admet toutes les solutions de l’un quelconque de ces systèmes automorphes, 
dés qu'il en admet une. Et tout système automorphe, dont le groupe est 
algébrique et contient celui de l’un de ces systèmes, et qui admet l’une des 
solutions de ce même système, est rationnel dans [R]. 


20. Indiquons enfin comment on pourrait arriver, par la méme 
voie, a l’énoncé de M. Picard. 

Soit d’abord $(x,, ..., æ,) une fonction rationnelle de x,, ...,æ, 
et de leurs dérivées, et dont les coefficients appartiennent à [R], et 
supposons que §[a,(Z), ..., %(¢)] soit une fonction f(4) du do- 

“maine [R|. L’équation 
(5) eee (See, = Tee) 


constitue alors un systéme (A). Onen déduirait, par la méthode des 
§ Let IT, une équation (4) 


(4) Q(a,, ...,%n)=0(t), 


également rationnelle dans [R] et dont le premier membre est un 
invariant caractéristique, à discriminant non nul, d’un certain groupe 
linéaire homogène (G); et (5) admet toutes les solutions du sys- 
tème [S, (4)], dont on peut supposer qu'il admet la solution 
@,—=%,(t), ..., %,=«,(t). Si donc © est l'une quelconque des 
transformations de (G), ona 
FLO (6), ...,9a,(t)|=/(4), 
c’est-à-dire 
PO) 2, Oe, (6) 1 =F; (2), -.,an(t)l]: 


de telle sorte que $ est numériquement invariante par les transforma- 
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tions de (G). Comme, d’après le premier énoncé, (G) contient le 
groupe de rationalité de l'équation, correspondant à la solution 


Di dal) cen PARC 


la première partie du théorème de M. Picard se trouve établie. 

Réciproquement, dire que fadmet numériquement, pour æ;= «,(¢) 
(c=1, 2,..., 2), les transformations du groupe de rationalité de 
l'équation, tel qu'il est défini dans le premier énoncé, c’est dire que 
l'équation 


(6) $ (ay, da) =F [ey ll), ae) 


admet toutes les solutions du système automorphe, rationnel dans[R |, 
correspondant à ce groupe, d’après l'énoncé du numéro précédent. II 
suffit alors de se servir du théorème du n° 5, comme on l'a fait au 
n° 17, pour l'équation (2); et l’on conclut que le second membre 
de (6) appartient au domaine [R]. C’est la seconde partie du théorème 
qui restait à établir. 


21. Nous bornerons là ces indications sur les équations linéaires. 

Remarquons seulement que les mêmes méthodes s’appliqueraient à 
des systèmes automorphes, où figureraient une ou plusieurs variables 
indépendantes, et relatifs à des groupes de transformations finis, en 
supposant connue la forme générale des équations qui définissent 
l'une quelconque des transformations du groupe associé au système 
considéré. 

On sait que l'extension de la théorie de Galois à de tels systèmes a 
été indiquée par l’auteur et par M. Cotton. 


.——0ç0——— 
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CHAPITRE IT. 


SUR LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES, LINÉAIRES ET HOMOGÈNES 
DU PREMIER ORDRE. 


I. — Problème fondamental. 


22. Nous considérerons dans ce Chapitre une équation de la forme 


n 
(1) P(a)= 2 + Se, bi, y =o 
val 

Tout ce que nous en dirons s’appliquerait, avec des modifications de 
détails faciles, à un système complet de plusieurs équations de la 
même forme. 

Nous désignerons par o une solution quelconque de (1) : nous 
entendons par là un système de 7 intégrales 


(a) La dé, li, D de) sey Lye Gn, fy, Rave, Lys 


qui soient des fonctions de ¢,, ..., ¢, indépendantes. Nous dirons 
aussi que o est une solution du systeme 


(S) A,+ px A=o Ueto Rusa ae 
ou 
PECs, ein) a DOTE a) 
1 Dt TCR} tn) ‘ a as D (6, Moss bp—1) t, brats Sire) Fr 


et que l’on doit, en réalité, substituer à P(æ)= o dans tout ce qui 
suivra. C’est un système automorphe, car ses diverses solutions se 
déduisent d’une solution s quelconque par les transformations 


(T) RER ET OR ET MN: Fe) 


du groupe ponctuel général, et deux transformations T différentes, 
appliquées à une même solution 5, donnent toujours deux solutions 
nouvelles distinctes. 
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Comme dans les Chapitres précédents, nous désignerons par To la 
solution définie par les équations 


(To) Tr dit, Gs es tn) (i= he har) 


Si cette solution est connue, ainsi que 5, la transformation T est 
entièrement déterminée. 
Cela posé, nous allons reprendre l'analyse des Chapitres précédents 


et traiter d’abord ce que nous appelons le problème préliminaire 
fondamental (') : 


On suppose connues une ou plusieurs équations aux dérivées partielles 
entre æ,, ..., x, et leurs dérivées prises par rapport à t, ty, ..., thy qui 
sont satisfaites par une solution (s) de (S). Quel parti en peut-on tirer 
pour l'intégration de (S)? 


Nous représenterons symboliquement par 
(A) Cri ee) SO (ETAT UE 


les relations données, que nous supposerons, pour plus de netteté, 
rationnelles et entières par rapport à æ,, ..., æ, et leurs dérivées, 
ainsi que par rapport à £, 4,, ..., ¢,. Mais on pourrait supposer plus 
généralement qu’on se place dans un domaine de rationalité quel- 
conque de fonctions des éléments considérés, dans lequel les diffé- 
rentiations et les éliminations seraient, par définition, des opérations 
rationnelles. 

Enfin, nous désignerons par (TA) le système déduit du système (A) 
en y remplaçant chacune des fonctions æ,, ..., æ, par les expressions 
Tx,,..., Tæ,, et les dérivées par les expressions qui en résultent par 
différentiation. Nous l’écrirons symboliquement 


(TA) et tio. then) SO he Hee or 


23. Ces notations posées, nous considérons le systeme différen- 
tiel [S, A] qui admet par hypothèse la solution ¢; et nous pouvons 
représenter les autres solutions par le symbole général To, les T 


1 Pee nf 5 , Es , 
@) Aratte par nous, au moyen d'une autre méthode, dans les Comptes rendus 
(t. CXXVIIE, p. 544). 
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étant une famille de transformations T bien déterminée. Cette famille 
se réduirait à la transformation identique, si [S, A] n'avait d’autre 
solution que 5 : cette solution se calculerait, dans ce cas, rationnelle- 
ment. Nous écarterons ce cas, où l'intégration de (S) est achevée, 
tout le probleme de l'intégration de (S) étant de trouver une solution 
quelconque. 

Considérons tous les systèmes (TA) qui admettent une même solu- 
tion de [S, A], la solution ¢ par exemple. Comme les solutions de 
[S, TA] ont pour symbole général TTo, les systèmes considérés sont 
tous ceux pour lesquels T est de la forme T-'. Nous allons done imagi- 
ner l’ensemble des solutions communes à tous les systèmes SA: 

Il pourrait se faire que cet ensemble ne fit autre que l’ensemble 
des solutions To de [S, A]. On montrerait, comme au n° 2, que les T 
forment alors un groupe (G), et que les solutions de [S, A] se 
déduisent de l’une quelconque d’entre elles par les transformations 
de ce groupe; de plus, aucune de ces solutions n’admet de transfor- 
mation de (G) qui la laisse invariante. Le système [S, A] serait donc, 
dans ce cas, un système automorphe, relatif au groupe (G). 


24. Écartons encore ce cas facile; et soit @s le symbole général 
des solutions de (S) communes à tous les systèmes (T-'A). Les © 
forment un ensemble de transformations T. On démontrerait, comme 
au n° 3, que cet ensemble de T est caractérisé par ce fait que c’est le 
plus grand ensemble de transformations ©, appartenant à l’ensemble 
général des T, et telles que, pour chacune d’elles, chaque transfor- 
mation de la forme OT soit encore une transformation T. On prouve- 
rait encore, comme au n° 3, que cet ensemble des @ est un groupe (G). 

Il nous faut montrer maintenant que les Oc sont les diverses solutions 
d'un système automorphe, composé des équations (S) et d’un système 
(A’) d’autres équations différentielles. 

Soit, en effet, (A,) Fun des systèmes (T-' A), qui admette la solu- 
tion o sans admettre toutes celles de [ S, A]. Et considérons le système 
[S, A, A, | obtenu en adjoignant les équations (A, ) à celles de [S, A]. 

I] pourrait se faire que tous les systèmes (T-'A) admettent toutes 
les solutions de [S, A, A, |: ce système serait alors le système auto: 
morphe annoncé. 
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S'il n'en est pas ainsi, soit (A,) un système (T-' A ) qui n’admette 
pas toutes les solutions de [S,A, A,], Et considérons le système 
[S, A, A,, À, |. Si tout système (T-"A) en admet toutes les solutions, 
ce système [S, A, A,, A,] est le système automorphe annoncé. S'il 
n'en est pas ainsi, on continuera la même marche, c’est-à-dire qu’on 


aura une suite de systèmes 
[S,Aty (BA hid) PB yaa Agee meme 


dont les degrés d'indétermination iront toujours en décroissant. 
Chacun d'eux admet toutes les solutions Oc; et cette suite se continue 
tant qu'on n'arrive pas à un système qui n’admette pas uniquement 
ces solutions. 

Comme ce sont toujours des équations nouvelles du même ordre 
maximum que l’on ajoute pour passer d'un de ces systèmes au suivant, 
il résulte des propriétés générales des systèmes différentiels que les 
opérations indiquées ne peuvent se poursuivre indéfiniment. On 
arrivera donc à un dernier système qui sera le système automorphe 
annoncé [S, A‘]. 


25. Il est clair que cette suite d'opérations ne pourrait se faire 
effectivement sans connaitre d'abord la solution particulière ¢ consi- 
dérée. 

Sans nous préoccuper pour le moment de cette difficulté, remar- 
quons que, si l’on reprenaitces calculs en partant d’une autre solution 
To de [S, AT, ils devraient conduire à un système automorphe qui ne 
serait autre que [S, TA’ |, et qui aurait pour groupe associé le groupe 
(T-'GT). Cela se verrait comme le fait analogue du n° 3. : 

On en co nelut que les solutions de (S,A) se partagent en une série, 
Sime ou infinie, de systèmes automorphes dont les groupes associés sont du 
méme type et dont la forme générale est [S, TA’ |. 

Du reste, l’ensemble des solutions de (S) lui-même peut se répartir 
entre les divers systèmes automorphes de la forme [S, TA’ |, deux de 
ces systèmes ne pouvant avoir de solution commune sans être iden- 
tiques. 


a Ua 
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G pee . ae se . mi . ; 
26. Nous allons voir que l’on peut, au moins jusqu'à un certain point, 
déterminer la forme générale des systèmes [S <TAty, et determiner entic- 


rement autant de systèmes [S, TA’ | que Von voudra. Et cela, par des ope- 
rations toutes rationnelles. 


Partons du système [S,A] et formons le système (TA), en laissant 
pour le moment indéterminées les fonctions 9; qui figurent dans la 
transformation (T). Et exprimons que le systeme iS, A, TA] a au 
moins une solution : cela donnera un système d’équations différen- 
tielles entre les fonctions 9, qui n’est jamais impossible et que nous 
appellerons le système auxiliaire (H,). Il pourra se faire que, pour 
tout système de fonctions 9, satisfaisant à ce système (H,), les équa- 
tions (TA) soient des conséquences des équations [S, A] : c’est le 
cas où le système [S, A | est automorphe. Nous pouvons l’écarter. 

Nous désignerons alors par Dir, 2,...,7) une solution 
quelconque du système (H, ); et nous désignerons par (A, ) l'ensemble 
des équations (TA) correspondantes, où nous aurons remplacé les 
lettres +; par les lettres +", et d’où nous pourrons faire disparaitre 
un certain nombre des dérivées des ©;", en tenant compte de ce 
qu'elles sont une solution du système auxiliaire (H,). 

Cela fait, nous considérons de nouveau le système indéterminé (TA) 
et nous écrivons que le système (S, A, A,, TA) a au moins une solu- 
tion; ce qui fournira un système d'équations différentielles auxiliaires 
entre les 9;, dans les coefficients desquelles figureront les 9°. Nous 
l’appellerons le système (H,). Il pourra arriver que, pour toute solu- 
tion du système, (TA) admette toutes les solutions de (S,A, A, ): 
celui-ci serait alors, sous le bénéfice des équations (H,), auxquelles 
les go,” sont assujettis, un quelconque des systèmes automorphes 


[S, TA’ ] que nous cherchons. C'est ce que nous exprimons en disant 
que nous possédons dans ce cas la forme générale de ces systèmes 
automorphes; mais on voit que, pour la rs nent, il 
faudrait intégrer le système auxiliaire (H, ). 

En poursuivant ainsi, suivant une marche calquée sur celle du n°24, 
on arrivera, dans le cas général, au résultat suivant : 

On aura une forme générale des équations des systèmes automorphes 
ES TA‘ | dans laquelle figureront un certain nombre de systèmes 
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de fonctions indéterminées des variables æ,, ..., æ, : 
Op Py es De Py eee an Os aes ee Qn» 

qui sont supposées vérifier un certain nombre de relations différen- 
tielles, nécessaires et suffisantes pour que les équations en question 
définissent l'un quelconque de ces systèmes automorphes considérés. 
Ces relations se répartissent en plusieurs groupes : (Hy), CH lena 
(H,_,), et les relations (H,_, ) lient entre elles les # premiers Hire 
des fonctions 9; indéterminées. De sorte que l'intégration complète 
des équations (H,), (H,), ..., (H,_,) fournirait tous les systèmes 
[S,TA’], et qu'une solution quelconque de l’ensemble de ces équa- 
tions fournirait l’un quelconque de ces systèmes, qu’on pourrait 
admettre être le système [S,A‘], sur lequel nous avions raisonné 
d'abord. 


II. — Des systèmes automorphes. 


27. Pour aller plus loin, il nous faut étudier de plus près les 
systèmes automorphes, afin de pouvoir introduire leur forme cano- 
nique. Cette forme a été donnée par Lie ('); mais il nous sera utile 
de la retrouver directement, et d’en établir diverses propriétés. Nous 
nous servirons a cet effet de quelques résultats, que nous avons 
démontrés dans un Travail précédent (*), et que nous rappellerons 
d’abord, aussi brièvement que possible. Ils concernent la théorie 
générale des groupes continus de transformations, finis ou infinis. 

Les équations de définition des transformations finies 


Ses Vel Lay ei Pye) (Ver as che ae 


de tout groupe continu (G) peuvent se mettre sous la forme, donnée 
par Lie, 


CEE ag eas nine » YB + Ba) O0 rs me) CEST SE PEAU 


(1) Leipziger Berichte, 1895, p. 282 et suivantes. 
(?) Sur la Théorie des groupes continus (Annales de l’École Normale, octobre 1903 ). 
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où 
Bi+...+ fn 
pue Br) Q a 
Oa a 


Les U, constituent un système complet d’invariants différentiels 
de (G), quand on considère les y; comme les variables transformées 
par le groupe, et les x; comme non transformées: les w, se déduisent 
des U, en y remplaçant les fonctions y,, ..., y, respectivement 
as pe ae 2 

Une autre forme des mêmes équations a été donnée par M. P. Médo- 
laghi. Il y intervient un certain groupe auxiliaire infini £, dont la 
transformation générale est de la forme 


Ss =O; ( 2x, RE) Us 2, A2), 


LA PU PE EE Œôv + Br), “eo (se hn Se Ds 


(II) 


où les ©; sont des fonctions arbitraires, les meee " désignant leurs 
dérivées partielles; etoù les L, sont des fonctions nn de leurs 
arguments. 

Si l'on ne garde que la seconde série d'équations (11), on obtient les 
équations 


(IIL) CE) OS ON ee ae (urs Bn) Pe) (Cee Se a 


qui sont celles d’un groupe fini ¢, si l’on y considère les °°" 
comme des constantes arbitraires. Résolues par rapport à w,, ..., Up, 
elles s’écrivent sous une forme analogue 


(IT) Lin we qu ôn) cn) Crop) 
Le théorème de M. Médolaghi consiste en ce que lon a identiquement 


U;: (71 ss. Vung a ee ees, en) 
(IV ) (ob cay iz) «29 SANT ire LAN) HEIN DE | 
| ($==1,2,..+,p)- 


Cette forme est utile, quand on a à faire dans les équations (1), ou, 
plus généralement, dans les per de la forme 


DATE CES <= 85) A RE a ae ORL, re), (S—1,2,...,p), 


des changements de variables. 
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1° Si l’on fait dans les U,, sur les variables indépendantes une a 


transformation quelconque Ve FR 
(TD) à = Di (Hy +++» Ln) CSRs PRET A = 
7 


on a, en désignant par y," les dérivées partielles des y, par 
rapport à ces nouvelles variables, les identités | 


(V1) Us00 a, << 0 Vus nr Cour re.) . 
SE Dai ons Yur a PR OR 
, (S152 senee 


qui s’écrivent aussi, eu égard à la correspondance des formules (IIL) 
et 


(VI) Us(y1, ss Vay Sg Mee 
PCA a Vane er te ye ee 
ay by 2 


Il en résulte que le système transformé de (V), par la transforma- 
tion T effectuée sur les variables indépendantes, c’est-a-dire le 
système 


Us( yn, seey Vns cay PP: aoe Pale. = Oita ea) Bel (s=1, 2, Sass Yo 
où l’on remplace les x; par leurs valeurs, s'écrit 


U: (91 sers Vang vers ibe Bod, ++) bre sey Ln) (s=1, 25 +. Ph 


(VI) avec 


Os (yy w+, Lyn) = £ [0 (Diy wees Pr» ces On(%15 sy Dn) [owes oe 
RS or Aaa are 
2° Supposons, en second lieu, quel’on effectue la transformation T 
sur les variables indépendantes; et posons 


oy} ++ Bn 


PAZ (Yo vey Jn) (R=, 2,-0.7), ee ek eee 
| : aetna dah... abs 


Par la comparaison des formules (IL), (III’) et (IV), le système (V) 
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s'écrit d'abord, à volonté, 


CV) L sloi( ys mee a yates Op( Vis « ee a NH se wes rn), ANAL) 
(DEL pe 

ou 

ee ( Big say hs Oe Lene ds iin Ms x you Fn), a Leg V5 ox) 
CR Dts cg D) 


Le systeme transformé, que nous considérons maintenant, s’écrit 
donc 


Ls[O (215 000) Vn) 23 p(y ce, à Bn Vin your ene Seas Vi, «ls Ye) 
Celine ae 


Étudions les premiers membres. Nous considérons les transforma- 
tions du groupe £ suivantes : 
Mr Te i) CE), 
| PR) RATES Opler Pme) (CEES ie ep): 
(2; = 9)(24,°- ++, æ,) (=F LOY reer tae 
| elie, Ll. Qi bal, 2) CST 02 ais PN S 
| 
| 


Bese Velie Ln) DETAILS Vy 


PE PA yy py PI JO. ôn,..) AT PR 1 


Dans les conditions actuelles, la troisième est le produit des deux 
premieres, c’est-à-dire que l’on a identiquement 


L(t); spay lp] an porno...) = Ls fo Lin (tts, einige pe se Bonne on...) 


ÉS Sh Dy sey pe le 
Done ona 


err Gen). |e ype bn), ie L sh LAL Fs (rise). fe pheron TT. of 
patra Ds 
De sorte que le système transformé s’écrira 
Lee hty (Sincere, a ee 9 Ga a 4 — Ws (Oy cr On) 
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c'est-à-dire, à cause de l’équivalence de (III) et (HI), 


| LL (das 2e La )y s0-, Op (By tr By) sen he 10h PRE À 
(SVG, REP 
ou bien 
£leitrs neve inde teey p(X» see Piles pre. |= O,( 24 jensen) 
(VIII) ‘ 
(Saat; Saas 


avec 
ws (Ji one ¥a)=Ls[o1( 915 “069 Da) tery Op (> “ess @n)|-+- PHASE Sk 


($1, 2; .4 pp) 


3° Si l’on cherche enfin les équations de définition du groupe 
transformé du groupe (G) par la transformation T, on les obtient en 
combinant les deux résultats précédents. Ce sont donc celles qui se 
déduisent des équations de (G), écrites sous la forme de Médolaghi, 


c’est-à-dire 


OLX ee Lee Yas orn Oe ds @309 Op Vio aces Vin) foe ve nets Boh, == (Dis 3 Pal 
EEE PE Ep ar 
ou 


(IX) L;lo1(æ,, . Ln)» ce. Wp (24, sey n)| ++ pov?) = os 715 seey Yn) 
(S=1,2, ..sP} 


en y remplaçant les fonctions , par celles qui en résultent par les 
formules 


> 
oO 


(X) (Dis ve, Le) = Lisl Or (Dis cs On) «22 Wp (Pry see Pn) foes Y 


Te, ne A), 


où leslettres +; désignent, par abréviation, les fonctions CORFE Ut 

Rappelons enfin quelle est la signification précise de ce nouveau 
groupe (G’), que nous désignons par [T-' (G) T]. L'une des transfor- 
mations de (G) étant 


la transformation correspondante de (G’) est 


Ty OTe, ou y;= [TOT], (é=1,2, ..., n). 
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28. Revenons aux systèmes automorphes auxquels nous avons été 
conduits au paragraphe précédent. Et soit [S, A’] l’un d’eux. Nous 
pourrons d'abord, au moyen des relations P(a;) = 0 (i—1,2,...,n), 
qui équivalent au système (S), faire disparaître des équations (A’) 
toutes les différentiations par rapport 42, qui n’y figurera plus dès lors 
que comme un paramètre arbitraire. Supposons que cela soit fait. 

Soit alors 


(a) D (lee gba) OSs Dees ag 2) 


une solution de ce système automorphe. Nous supposons expressé- 
ment qu'il y en a dans lesquelles les fonctions x; sont indépen- 
dantes, c’est-à-dire que les équations du système n’ont pas comme 
conséquence la relation A = o. Cela concorde du reste avec les hypo- 
thèses faites au paragraphe précédent. 

Faisons alors, dans le système [S, A’], le changement de variables 


(2) UE, Bat, Li, sy tr) Chen, Ay very n). 


Le système (S) se réduira à 


CI Ox; ; 
(S) ay ks (Coe Toe He i 


et les équations (A!) à un système (A’), admettant la solution 


Di ty (HS nena 

et dont les autres solutions se déduiront de celle-là par les transfor- 
mations du groupe (G), associé au système considéré : les équations 
de l’une quelconque de ces transformations ne devront, bien entendu, 
pas contenir le paramètre ¢ (ou 2’). Du reste, si l’on suppose que le 
système est sous forme complètement intégrable, en différentiant les 
équations (A’) par rapport 42’, en tenant compte des équations (S), 
c'est-à-dire en considérant toujours ¢ comme un paramètre, on ne 
devra obtenir que des conséquences des équations (A’). D'où l’on 
conclut que l’on peut écrire les équations (A’) de telle manière 
que ¢n’y figure pas. 

On voit donc que si, n’ayant plus d’égard à la variable ¢’, on consi- 
dère les diverses solutions de (A’) comme définissant des transforma- 
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! I A . 
tions quiremplacent les variables /,,...,4, par les variables æ,, ...,æ,, 


ces équations (A’) ne sont pas autre chose que les équations de défi- 
nition des transformations finies du groupe (G); et qu’elles ont par 
suite la forme (1) (n° 27), aux notations pres employées pour désigner 
les variables, c’est-a-dire 


(A!) Us(æi, 000) Lay vey CAES vo) = @s(#4, ay bad (51,8 D} 
où l’on a posé 
P Bit -+-+Bn ax, 


Tale 4 OF 


a, (Bur Ba) 


Nous n’avons plus maintenant qu’a faire, en sens inyerse, le change- 
ment de variables (2). Dans les équations (S), cela redonnera le 
système (S); dans les équations (A’), cela donnera, en vertu des 
formules (VIIT) du numéro 27, 


(A’) Us(æi, cs Bry ne iow Br, +.) = 0,(¢, Lis cs tn) (s=1, 2, +09 Ph 


avec 


(3) O06 th, 00, ta) == LO (Ors 2+ A ARNO ata al ee 
(s=1, 2, ++) Ph 


ou encore, à cause des identités (IV) du numéro 27, 
(GO Key ty, 15 (alee Ugh @ ie anny Carones ED NS eee eee 


ces dernières formules résultant du reste, immédiatement, de ce 
que (oc) est solution de (A’). 

Nous avons obtenu ainsi la forme canonique annoncée pour les 
équations (A’) : les invariants fondamentaux qui figurent dans les 
équations de définition des transformations finies de (G), sous leurs 
Jormes de Lie, sont égales à des fonctions connues des variables indépen- 
dantest,t,, :.., 1. 

Aux notations près, on a donc un système tel que le système (V) du 
numéro précédent, puisque ¢ joue le rôle de paramètre. On pourra 
donc employer les formes équivalentes (V’) et (V’), c’est-à-dire ici 


(5) Las Only, seey CS Ea tre à LE O.(t, bi, veers tn) (SET: 2, D) 
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(6) L,[... On(t, bis, APE LES ge, = (21, tee In) (s=t, 2, sp). 
De plus, si l’on transforme le système [S, A’] par la transformation 
(T) Li= Ox(L4, sy Lp) (V1, 25. 555 1), 


effectuée sur les variables dépendantes, on obtiendra, en vertu des 
formules (VIII) et (X) du numéro 27, le système [S, TA’], où les 
équations (TA’) se déduiront des équations (5) ou (6), en y remplaçant 
les fonctions w, qui figurent dans les équations de définition du groupe (G), 
prises sous la forme de Médolaghi, par les fonctions w,, données par les 
formules (X), qui donneraient, sous la même forme, le groupe T-' (G)T, 
et en conservant les mêmes fonctions 9,(t, t,, ..., ty). 


29. Quand un systèmeautomorphe [S, A’] est donné sous une forme 
quelconque, pour le ramener à la forme canonique du numéro précé- 
dent, on peut opérer comme 1l suit. On cherchera les équations de 
définition du groupe (G) associé à ce système. Il résulte des raisonne- 
ments du n° 28 et de la propriété fondamentale des équations de 
définition d’un groupe, que c’est le plus grand groupe de transfor- 
mations T laissant le système donné invariant. Ces équations de défi- 
nition s’obtiendront donc par des calculs rationnels, et l’on pourra, 
par des calculs rationnels aussi, les ramener à leur forme de Lie, c’est- 
à-dire calculer les fonctions invariantes fondamentales U,. Il n’y a plus 
qu’à les prendre pour variables nouvelles a la place des dérivées ou 
fonctions inconnues par rapport auxquelles on peut résoudre les équa- 
tions (A’), supposées débarrassées, comme on l’a expliqué, des déri- 
vations par rapport à ¢, pour obtenir les équations canoniques 
cherchées; et cette dernière partie du calcul n’exige encore que des 
éliminations, c’est-a-dire des opérations rationnelles. 

On verrait encore tres nettement que les 9,(¢, ¢,, ..., ¢,) font 
partie du domaine de rationalité dans lequel on opére, en appliquant 
le théorème du n° 5, comme on le fera au n° 42 du Chapitre suivant. 

Appliquons ce résultat au système [S, A’] auquel a conduit l’ana- 
lyse du paragraphe précédent; on peut le supposer ramené à la 
forme (5), où les w, sont en évidence. Etil résulte du résultat obtenu 
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à la fin du numéro précédent, sur les systèmes [S, TA’], que les fonc- 
tions auxiliaires ¢{”, introduites au n° 26, ne figureront dans ces 
équations (3) que dans les expressions des fonctions w,; et que, 
au contraire, les fonctions 9,(¢, ¢,,..-, 4,) seront entièrement con- 
nues. 

On pourra donc représenter les divers systèmes [S, TA’ | de la maniere 
suivante, plus simple que celle du n° 26. On gardera les équations (5) 
obtenues, mais en y considérant les fonctions w, comme des fonctions 
indéterminées. En écrivant que le système [S, A | donné admet toutes 
les solutions du système [S, (5)], on obtiendra un système unique 
d'équations différentielles auxiliaires (H), définissant les systèmes 
de fonctions w, correspondant aux systèmes [S, TAS] c’est-à-dire 
définissant les divers groupes T-'(G )T associés à ces systèmes. 


30. Il reste à montrer que l’on peut déterminer autant de systèmes 
[S, TA’] que l’on voudra; c’est-à-dire déterminer les fonctions &w, qui 
figurent dans les équations (5) ou (6), de manière que ces équations 
admettent une solution de (S), arbitrairement choisie, 

Nous nous donnons pour cela les fonctions 


(7) mi ke ee rs Pe ts Hs Dali le 


auxquelles se réduisent, pour une valeur arbitraire ¢ = 4,, les fonc- 
tions æ,,...,æ,, qui constituent la solution considérée. On peut 
supposer que ces équations (7) peuvent se résoudre par rapport à 


ty, -.., day puisque 4, est arbitraire; soient 
(8) pee Oley ME NO CES ACER 
les formules obtenues par cette résolution; elles permettent de cal- 


culer les dérivées dex}, en fonction également dew’, ..., x, par des 
formules 


(9) DRE TT ME A ER PE 1 à 


Les conditions qui expriment que (6) admet la solution considérée 


sont donc 


(LO) Sete, cs Ta) = Life. Gn (Loy Bis see Brel pie 8, (9, envy 29). 


(SENS Ms De 


(11) ot, Bees da) 


Er ere On NA Bitte Loi Cab .., dl lots H'lôu 2 On (L19 ds Laos 
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c’est-à-dire, puisque les 2°, ..., x° sont indépendants, | 


(s= T2; D) 


Les formules deviennent très simples, si la solution considérée est 
une solution principale, c’est-à-dire si l’on a 


(12) CAEN RE Se 


En effet, on a à faire dans les équations (5), v, —6,,..., æ, —1,. 
Et, comme leurs premiers membres ne sont autres que les fonctions U,, 
ils deviennent, d’après la définition même des w,, les fonctions 
O,(4,, ...,1,). On a donc les conditions 


Dee eaten (hos dis se da) (Deer D) 
ou encore, en changeant les notations, 
(13) Oe ai AU ele du Cr) (SSD, Dy Dh 


Ces calculs ne s'appliquent plus, si (G) se réduit à la transforma- 
tion identique, c’est-à-dire si le système [S, A’] n’a qu’une solution, 
ou, plus généralement, si (G) n’est plus un groupe continu, c’est- 
à-dire si le système [S, A’| cesse d’être un système différentiel, pour 
devenir un système algébrique. 

Examinons ce cas particulier : les équations du systeme[S, A’| 
pourront se mettre sous une forme telle que les dérivées des æ; n°y 
figurent plus. Ce seront alors des équations rationnelles CH TE le 
dont les coefficients dependentrationnellement de x,,..., æ,, des fonc- 
tions 9” introduites dans les calculs du n° 26, et de leurs dérivées. 
Elles détermineraient pour æ,...., æ,, si l’on connaissait l’expres- 
sion des fonctions ©", des fonctions de £#,4,,...,4,,; indépendantes 
par rapport à ¢,,..., ¢,. Donc, maintenant, elles doivent se réduire à 
un système d'équations algébriques en ¢,,..., ¢,, déterminant ces 
indéterminées; et l’on pourra réduire ce système, par la théorie géné- 
rale de l’élimination, à la forme suivante : une équation unique (R) 
entre ¢ et ¢,; et des formules (R’) donnant rationnellement #,, ..., ¢, 
en fonction de ¢ et ¢,, et ne contenant ¢, qu'à un degré inférieur à 
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celui auquel il figure dans l'équation précédente. Comme, du reste, 
les systèmes [S,TA’] se déduisent de [S, A’], en faisant, dans les 
coefficients de celui-ci, des transformations ne portant que sur 
yy +++) ©, On voit que si [S, A’] doit donner pour (R) une équation 
ent et t, décomposable, il en sera de même quand on laissera dans les 
coefficients les arbitraires 2 et leurs dérivées, en tenant compte 
seulement des équations auxiliaires (H;) qui lient ces arbitraires. De 
sorte que le système [S, A’ |, même sous cette forme en partie indé- 
terminée, se décomposera en plusieurs autres, que l'on traitera 
séparément. 

Nous pouvons donc supposer l'équation (R) irréductible en £ et ¢,. 
Désignons alors par À, Ay, ..., À, les coefficients de (R) et des (R’), 
qui sont certaines fonctions connues deæ,, ..., æ,, des 9;" et de leurs 
dérivées. Nous écrirons l’un d’eux, symboliquement, 


Aye hal Bis sc al oi tie TE 


Le groupe (G) est défini comme le plus grand groupe de transforma- 
tions, qui, effectuées sur le système [(R), (R’)], laissent ce système 
invariant. 

Sous la forme où l’on a ramené ce système, cette invariance exige 
que chacune de ces fonctions A, demeure invariante. Le groupe (G) 
est donc défini par les équations 


AÉlGbe Tri l cos OF Eig ene Ly) PSS ARTE, cer, le ee 


(DT yee 2 


Il en résulte que, parmi les A,, il y en a au moins n d’indépen- 
dants; et que, si on les prend pour inconnues auxiliaires, leurs va- 
leurs en ¢, ¢,,...,¢, sont uniques, aussitôt que les 9!” sont choisis. 
D'ailleurs les relations qui peuvent lier les À, sont indépendantes de 
la solution particulière adoptée pour ©”, car le passage d’une solution 
à une autre se fait, comme il a été remarqué plus haut, par une trans- 
formation effectuée sur æ,, ..., æ,, dans les À; eux-mêmes. Ces rela- 
tions ne peuvent donc être que des conséquences des équations 
auxiliaires (H;), et sont par conséquent connues. En plus de ces 
relations, les À, ne sont liés à ¢, t,,..., ¢, que par les équations (R) 
et (R’). On peut donc, sans avoir à déterminer les 9", calculer les 
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expressions 0,(4, #,, ...,#,) des A, en fonction de ¢,¢,,..., ¢,. Et, 
d’après la remarque faite plus haut, il y en aura n d’indépendantes, 
c’est-à-dire qui donneront un système d’intégrales de l’équation 
P(æ) =o. Dans ce cas, celle-ci s'intègre donc rationnellement ('). 

Des considérations analogues s'appliquent au cas où (G) est un 
groupe continu, et montrent comment on pourra opérer pour ramener 
le système [S, A’] à la forme canonique de Lie 


U;( 2, ss.) Bry vary wiBo Br, . JC Uy ae oe ey) (S== 1,2, oan +> A). 


Les premiers membres dépendront des © et de leurs dérivées, 
mais la forme des fonctions £, correspondantes n’en dépend pas; et 
nous avons montré dans le Mémoire déjà cité comment on obtient ces 
fonctions, connaissant les U.. 

Du mode de calcul indiqué résulte, en particulier, que, si (G) est 
intransitif, les valeurs de ses invariants d'ordre zéro en fonction de 
t,¢,,..., ¢, sont connues rationnellement. 


III. — Discussion des résultats obtenus. 


31. La différence essentielle avec les résultats analogues des Cha- 
pitres précédents est l’intervention de ce système (H) auxiliaire, dont 
on est porté à penser qu’il ne pourra être intégré en général. Nous 
montrerons, par un exemple simple, qu’il en est bien ainsi. 

Auparavant, voyons comment on vérifiera, en général, que le sys- 
teme |S, A] donné est complètement intégrable. On pourra supposer 
que les équations (A) ont été débarrassées des différentiations par 
rapport az, et qu’elles forment, par rapport aux autres variables, un 
système complètement intégrable. 

Cette première vérification étant faite, imaginons que l'on fasse, 
dans le système [S, A], le changement de variables 


RE b= felt, lis cs ln) (219, a: 2); 


(1) Si l'on veut calculer une solution principale, on aura à résoudre une équation algé- 
brique ayant son groupe de Galois isomorphe au groupe (G). 
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dans lequel les /; sont les fonctions qui constituent une solution quel- 
conque de (S). Le systéme (S) se réduira a 
a Oz; : 
(S) ne à (EEE, eer Ry 
et la condition d’intégrabilité cherchée sera que, si l’on différentie les 
équations (A), provenant des équations (A), par rapport à ¢ consi- 
déré comme un paramètre, on n’obtienne que des conséquences des 
équations (A). En d’autres termes, la condition est que le sys- 
0 

tème (A) admette la transformation infinitésimale aie 

Refaisons maintenant le changement de nes pet La trans- 


or 
formation infinitésimale & a7 se change identiquement en 


OFX OF 
P(E) == + pil ty «+s tn) 53 


, jest! 
de sorte que la condition cherchée est donc : 1° que les équations (A) 
forment un système complètement intégrable, relativement aux va- 
riables £,, ..., ¢, seules; 2° que ce système (A) admette la transfor- 
mation infinitésimale P(F), que l’on devra prolonger en considérant 
V,,..-,%, comme des variables non transformées. 


32. L'exemple que nous allons traiter est le suivant: nous prenons 
pour équation (1) l'équation 


(14) P(x)= "x LM) EE 


où M est une fonction rationnelle quelconque, et pour système (A) 
l'équation unique 


ar Ox Ox 
5 AE à MN 
(15) | US +4 (SE) + ie 


où f(a) est également une fonction rationnelle quelconque. 
La transformation P (F) prolongée est ici, en posant 


dx « dx oe 
dt, ee IE C1 ) 
ev OF oF OF OF 
6 P(E)= —- ne ak NA 
Me OZ DOLPR HSE LA 
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Comme l'équation (15) ne contient pas ¢, exprimer qu'elle admet 
la transformation (16) revient à exprimer qu’elle admet la transfor- 
mation 
OF, OF » OF 


aay re nae 


et ere ters 

c'est-à-dire qu’elle est homogène, en considérant ¢, comme de degré 1, 

x, comme de degré — 1, etæ, comme de degré — 2. La vérification 

est immédiate : le système (15), (16) est complètement intégrable. 
Appliquons la méthode du n° 26. Nous faisons dans (15) la trans- 

formation indéterminée 


(17) x! = 9(2). 


Cela donne l’équation nouvelle 


Ox Oe Vs. Le Ox \? dx 
by On + Oey ae Die o by (=) a 7, = 0, 


7 


qu'on peut remplacer, pour l’associer avec (15), par 
/ Ox 3 o! Ox 2 
(2, C2 RME = UE — = 0 
(9 ) 1 OL, il gy! 1 ot, 2 


Ox o 
8 + 1 pats: 
(1 ) ty ote CRUE 1) (x). 


c’est-à-dire 


La condition pour qu’elle soit compatible avec (15) est 
(19) wo +o? + f(x) —1—=0; 


et, si elle est remplie, (15) est une conséquence de (18). Il est 
visible que les opérations doivent étre arrétées la. L’équation (18) 
constitue avec (14) le système automorphe [S, TA’| quelconque de 
la théorie générale, le système auxiliaire (H) étant ici l'équation (19). 
Or cette dernière est une équation de Riccati ne présentant aucune 
particularité : le résultat annoncé est donc vérifié. 

Nous devons donc conclure que /e véritable parti à tirer, dans notre 
problème, de la connaissance du système (A), ne doit pas être cherché 
dans l'intégration méme de ce système, mais dans celle des systèmes plus 


Ann. lc. Norm. (3), XX — FÉVRIER 1904. 8 
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simples, automorphes, quon en peut déduire rationnellement; et, par 
exemple, dans celle des systémes de la forme (') 


(20) Ls[..- 8:64. ed) Tee bas recurs = Clos Cig th) 


(st Derwes 


dont chacun admet comme solution une solution principale de (S) 
dont on connaît les données initiales. Si, par hasard, cette solution 
principale appartenait à (A), toutes les solutions du système (20) lui 
appartiendraient aussi. 

En d’autres termes, c’est par la détermination des fonctions 


PRG) PAEE-OPR EN À 


servant à construire les systèmes (20), qu'on utilisera le plus avantageu- 
sement la connaissance des équations (A). 


33. En ayant égard à la forme (9) des systèmes (TA’) on peut défi- 
nir les fonctions 0,(4, ¢,,...,¢,), que nous avons appris à calculer ra- 
tionnellement, de la manière suivante : 

Ce sont les fonctions de t, t,, ..., t, auxquelles se réduisent les inva- 
. riants fondamentaux de l'un quelconque des groupes ponctuels (G) 
en Li, +015 Ly faisant partie d'un même type, lorsqu'on y remplace 
Hy, +++, Lp par les fonctions de t, t,, ..., t, constituant l’une des solu- 
tons de (S). Pour que ces fonctions restent les mêmes pour les divers 
groupes (G) du même type, il faut que, pour chacun d’eux, la solu- 
tion de (S) employée fasse partie d'une famille de solutions, associée 
à ce groupe. | 

Si l'on considérait un groupe (G) déterminé, ayant pour équations 
de définition les équations 


CISA RE eee aps St Balt. On (hee SI, 5.4 eee 


(1) D'après la nature des calculs à faire pour obtenir les L, et les £ +, quand on connait 
les Us, les coefficients des L, et des £ , considérés comme fonctions des 2» «er On, dont ils 
dépendent rationnellement, peuvent être des fonctions algébriques, non rationnelles, des 8. 


Mais il sera toujours facile de modifier les équations (20) de manière à les rendre entiè- 
rement rationnelles, par de nouvelles éliminations. 
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Or 
Ve) 


2B +> Bol — ir, 
Py. OP 

toutes les fonctions 0,(4, ¢,, ...,¢,) obtenues en substituant dans les 
premiers membres de ces équations les diverses solutions de (S) satis- 
feraient à un même système, qu'on peut appeler un système résolvant 
de (S). Nous allons indiquer comment on déterminera ce système 
résolvant : le résultat auquel nous parviendrons montrera qu’il est le 
même pour tous les groupes (G) d’un même type. 

Le système cherché doit évidemment s’obtenir en écrivant que le 
système formé de (S) et des équations 


LED AMC AE FR gIBu +B rl, FAUNE ls «0+ ln) (S—2,2,,5p) 


est complètement intégrable. Pour obtenir ces conditions, nous n’au- 
rons qu’à appliquer la règle obtenue au n° 31. 

Nous avons d’abord à écrire les conditions d’intégrabilité des équa- 
tions (22), considérées seules, et ¢ étant considéré comme un simple 
paramètre. En vertu de la méthode de recherche des groupes d’un 
même type, que nous avons exposée dans un précédent Mémoire ('), 

ou obtient ainsi un système (&) d'équations différentielles liant les 
fonctions 0, aux arguments £,, ..., ¢,, qui définit l’ensemble des 
groupes du même type que (G): en ce sens que, si l’on remplace 
dans les équations de (G), prises sous la forme de Medolaghi, 


Gr... tn)... foxece tase Pal ob Oe te. st) ISA, 0 D) 


les fonctions w, par les divers systèmes de fonctions 9,, solutions de 
ce système (&), on obtient précisément les équations de définition 
des divers groupes semblables à (G). Nous pouvons considérer ce 
système (6), définissant les groupes du type de (G), comme calculé : 
la solution générale en est du reste connue, (G) étant connu. 

A ce système (&) nous devons maintenant, d’après la règle du n° 31, 
adjoindre les relations obtenues en écrivant que le système (22) admet 


(1) Sur la Théorie des groupes continus (Annales de l’École Normale, 1903). 
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la transformation infinitésimale P(F). Or, pour calculer P(U,), nous 
remarquons que le terme 2 de P(F) n’a pas à intervenir; nous pou- 


vons donc remplacer P(F) par 


S pit, Lis. tn) — 

= Ol; 

i=1 

et ¢ ne figurera pas explicitement dans les calculs. Nous pouvons, par 
suite, appliquer la formule générale de prolongement (3)-du n° 1 du 
Mémoire cité, en tenant compte des identités (29) du n° 7 du même 
Mémoire. Avec les notations de ce même Mémoire, il vient 


PAU) = SY: apres ne) (U U,)  (s=1,2,...p); 
$ A A: ÉlLir.; hy S 19) ¢¢. x | P CIEL oO , 
no 
où les À, Sont les coefficients des transformations infinitési- 
males du groupe £, dont la définition a été rappelée au n° 27. 
Les équations à adjoindre aux équations (&) sont donc, sous forme 


entièrement explicite, 


ate Os = 08, (ds 2+) Qn) 
(ox) Cpa: bi, Tee oer: D ar Masse ts (81 re 
i=l i[ yy .s05 a 


(SR Pen): 
avec 


Le système résolvant cherché est done le système [(&), (23)]. On 
voit bien qu’il ne dépend que d'éléments communs à tous les 
groupes (G) d’un même type. Et le résultat que nous avons tiré de la 
connaissance des équations (A) est que nous connaissons une solution 
rationnelle de ce système résolvant. 
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IV. — Nouvelle interprétation des résultats précédents. 


34. Les résultats de l’étude de notre problème fondamental, que 
nous venons d’énoncer sous diverses formes, sont susceptibles d’une 
interprétation toute différente, que nous avions indiquée autre- 
fois, dans une Note insérée aux Comptes rendus de l’Académie des 
Sciences ('). 

Pour y arriver, nous introduisons le groupe formé par les transfor- 
mations de la forme générale 


=f, LUS Ne) CON er es ni); 


qui laissent l'équation P(a) = o invariante. C’est ce que nous appel- 
lerons le groupe des trans formations Q : nous les considérerons du reste 
comme des transformations entre les seules variables ¢,, ..., ty» 
puisque ¢ ne joue que le rôle d’un paramètre. Nous écrirons donc 
lune quelconque d’entre elles 


Q Cr rte li ery te) = M; Den est) 
x 


Introduisons encore, comme précedemment, une solution quel- 
conque o de (S), et considérons-la comme définissant elle-même une 
transformation des mémes variables 


(x) tO fi, > da) = 2; Mr Dh hay), 


de sorte que les équations qui définissent cette solution s’écrivent 
symboliquement 


(c) oy ou Pair, (Se es), 
Par la transformation (Q), ces équations deviennent 
OF ae oil) = ety CRS Ee Ose 


et, pour qu’elles définissent une nouvelle solution, il faut et il suffit 
qu’il existe une transformation T telle que ces équations soient iden- 


(1) Tome CXXVII, p. 544 et suiv. 
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tiques a celles de la solution To, qui sont 


Tz; =; ou ds = T=126; (EI A) 


ce qui conduit à la relation symbolique 
2Q=T-!5, 

ou encore 

(24) GET 


Remarquons alors que, si l’on effectue cette transformation dans 
les équations d’une autre solution T's quelconque, on obtient 
T's = SET! 34; T1 24, 
ou 
TT aps nly, c'est-à-dire l'Air 
c'est-à-dire une nouvelle solution. 

La formule (24) définit donc le groupe des transformations Q; c’est 
le groupe transformé du groupe ponctuel général par la transforma- 
tion ©. On vérifierait sans peine, ce qui est évident a priort, qu’il ne 
dépend pas de la solution o employée. 


35. Reprenons maintenant le système (S, A), donné dans notre 
problème fondamental, et cherchons le groupe des transformations Q 
laissant ce système invariant. Nous raisonnons comme au numéro 
précédent, en appelant Y la transformation fournie par une solution 
quelconque o de [S, A] et To les autres solutions de [S, A], comme 
plus haut. On trouve immédiatement que, devant changer ¢ en une 
autre solution de [S, A], les transformations Q cherchées sont de la 
forme 


(25) Q—3-10-15, 


où les @ appartiennent à l’ensemble des T. Effectuons donc cette 
transformation dans les équations d'une solution To quelconque, et 
écrivons que cela donne une solution T’c. Nous avons à identifier les 
deux systèmes 


Tri 2200 12)t7—=0" 121, QE een 
et 


hy a + . 
Map (EU ta eras 
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Cela donne légalité symbolique 


; T?'02!3— T'='3; 
ou bien 


(26) OT = T!. 


Donc, chaque transformation Q appartenant au groupe cherché est 
une transformation de la forme (25), dans laquelle © est une trans- 
formation T telle qu'à chaque transformation T en corresponde une 
T’, donnant lieu à l'identité (26). Nous retombons sur la définition 
des transformations @ du n° 24. 

Done, le groupe des Q est le transformé du groupe (G) du n° 24 
par la transformation 2. On vérifierait facilement, ce qui est évident 
d’après sa définition primitive, qu’il ne change pas si l’on remplace 
la transformation = par celle qui correspond à toute autre solution 
de[S, A]. 

Appelons (K) ce nouveau groupe et cherchons ses équations de 
définition. D’après les formules (IX) et (X) du n° 27, ces équations 
seront, puisque ¢ ne Joue que le rôle d’un paramètre, 


ne [= ONCE, By 4) 
(S==1, 2, ove) P); 
en posant 
& QU +... + On fl. 
Lire On) — _— j 
DIRES 
et 
are RNCS ae (oe ep em. «| 


CFE CN DE 
Si nous comparons ces dernières formules aux formules (3) du n°28, 
nous constatons l'identité entre ces fonctions 6, et les fonctions 0, 
précédemment calculées. Le groupe (K) a donc pour équations de 
définition 
One ont bo ty hry ty yews TE Epo) CR CT) 
(S—1, 25 Ph 


où ¢ est un paramètre arbitraire, non transformé. 


36. On arrive donc à ce résultat remarquable que tout le parti que 
nous savons tirer de la connaissance des équations (A) dépend essentielle- 
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ment de la nature du groupe (K), formé des transformations Q qui 
laissent le système [S, A] invariant. 

Nous pouvons, de plus, maintenant, substituer à la méthode précé- 
demment donnée pour la formation du système automorphe (20) une 
méthode bien plus simple. Tout revient, en effet, à la détermination 
des fonctions 9, et des fonctions £ ,, c’est-à-dire tout revient à mettre 
les équations de définition du groupe (K) sous la forme de Medolaghi. 
Or, on peut obtenir immédiatement les équations de définition de (K), 
sous une première forme, en écrivant que l’une quelconque de ses 
transformations laisse invariant le système |S, A]. Il n’y a plus ensuite 
qu’a passer de cette premiére forme a la forme canonique de Medo- 
laghi, opération qui a été étudiée dans le Mémoire déjà cité. Les 
calculs à faire pour cela sont tous rationnels (‘). On ne doit du reste 
garder des équations de définition considérées que celles qui ne con- 
tiennent aucune différentiation par rapport à ¢; si l’on a éliminé des 
équations (A), comme il a été expliqué précédemment, toute diffe- 
rentiation par rapport à £, on a simplement à écrire les équations de 
définition du groupe de transformations, effectuées sur les seules 
variables ¢,, ..., ¢,, et qui laissent le système (A) invariant; et ¢ ne 
figure dans ce calcul que comme un paramètre. 

Cela résulte de ce que, pour définir complètement le groupe (K), 
il faudrait joindre aux équations écrites à la fin du n° 35 celles qui 
proviendraient des équations qui expriment que le groupe (G) ne 
transforme pas la variable ¢. Cherchons les équations ainsi obtenues : 
nous partons des équations 

Ox; 
ot 


= te pg A RIRE 


où les æ; sont fonctions de certaines autres variables indépendantes 
S\, +++, 5,3 et nous devons faire d’abord sur ces variables la transfor- 
mation À, c’est-à-dire 


ej 2;(t, li, 2.2, th) CEA hat 


, A » . . ’ ’ 
c'est au fond la même transformation qui a été employée au n° 31; 


(1) Avec la restriction indiquée ci-dessus, dans la note de la page 58, 
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© 
Or 


elle donne les équations 
Pire (OBO eels: 12) 


Nous devons ensuite faire la même transformation sur les æ;, c’est-à- 
dire poser 


Gee OE le ETES (EAU RETOUR E 
ce qui donne : 
nm 
Oz; da; > ’ : 
t — + rate = ee . 
ot a Ta ( ke) 0 (i 1, 2, ’ n) 
Ket 


Or,ona 


OI Oa; ; ; à 
PE (e;) = = + 7 Pie Ey, +.+5-t,) =O (eat ae Soar 0) 
Ot OL; 


Les équations précédentes deviennent done 


NT 97; : ! , 2 1 . 
a, LPC) — pate FR tn) [=e ON OR eae OS 


et 
c’est-à-dire, enfin, 
(K’) P(t.) — pr(é, tee ti) O (heen, 2, pty Dye 


Or, ce sont précisément les équations que l’on obtient quand on 
exprime que la transformation (Q) 


Lt lt rs Lo) TRE 5 Th) 


laisse invariante l’équation P(a) = 0, c’est-à-dire le système (S). 

On obtiendra donc un système équivalent aux équations (K) du n° 35 
en se servant seulement des équations (A), comme il a été dit plus 
haut. 

Les seconds membres des équations ainsi obtenues, et ramenées à 
la forme de Medolaghi, seront, en général, non pas les fonctions 9, 
cherchées, mais des fonctions des 9, et de £. 

Mais, en faisant t= 7, dans ces équations, on obtiendra les équa- 
tions de définition d’un groupe semblable à (G). On pourra donc écrire 
_les équations (5 ) du n° 28, les w, et les 0, y étant, pour un moment, 
indéterminées. Et il ne restera plus qu’à identifier avec le système 

Ann. Ec. Norm., (3), XXI. — Février 1904. 9 
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obtenu par le calcul du n° 26, pour obtenir l'expression explicite des 
fonctions 9,. 

Remarquons enfin que le système [S, A’] que l’on arrive à con- 
struire, par l’une ou l’autre des méthodes précédentes, est en quelque 
sorte doublement automorphe, puisque ses solutions s’échangent tran- 
sitivement aussi bien par les transformations du groupe (K), effectuées 
‘sur 4, fy que par celles du groupe (G), effectuées suræ,, .... Xp. 
Ce groupe (K) est du reste le même pour tous les systèmes [S, TA’ ]. 

Comme on a, de plus, pour toute solution ¢ de [S, A’], 


(K)— 2" (G) 2, 


on voit que l'intégration du systeme[S, A’] revient à la détermination 
d’une certaine famille de transformations changeant (G) en (K). Ces 
considérations s’appliquent à une classe très étendue de systèmes 
automorphes. 

& 

37. L’introduction des transformations Q va nous conduire a une 
propriété importante des systèmes résolvants introduits au n° 33. En 
reprenant les notations du n° 7 de notre Mémoire, déjà cité, sur les 
groupes continus, nous pouvons dire que les équations (23) expriment 
que la multiplicité 


(25) i= UG L noie) (Sie, ae D 


admet la transformation infinitésimale 


: DE n F 
(28) Dre 


v pi Xn . 
ot Es | 1 À jo, rs hn EF, 
Pie 


si 6ct,!...! 
i=1 A De aR” à 
Les équations (&) expriment qu’elle fait partie d’un ensemble de 
multiplicités homologues par rapport au groupe infini, dont la trans- 
formation infinitésimale générale est 


n 
: OF — (O45 ve ey Oban) 
art > PAT ate le) es NUE ES, ; 
( 9) Ei(é, 19 , D #2 2, ! She VAS 


i=1 phew On 


met Ata . Te ne 
les ¢; étant arbitraires (voir n° 15 du Mémoire cité). 
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On en conclut que la solution générale du système [(&), (23)]— [ou 
la multiplicité (27) correspondante] — se déduit d’une solution par- 
ticuliere quelconque — [ou de la multiplicité (27) correspondante | — 
par les transformations du groupe infini formé des transforma- 
tions (29) qui laissent la transformation (28) invariante, c’est-à-dire 
qui correspond aux fonctions &; satisfaisant à 


oF oF Brot Gx 
(+ Des Ses) =° 


Or cette condition définit précisément le groupe des transforma- 
tions Q. 

Done, le groupe qui échange les solutions du système résolvant est 
isomorphe au groupe des Q, c'est-à-dire au groupe ponctuel general à 
n variables. Sa transformation infinitésimale générale est (29), à con- 
dition que > ë; dE y soit la transformation infinitésimale générale du 
groupe des Q. 

Ce fait donne à penser qu'il n’y a aucun intérêt à considérer ces 
systèmes résolvants, pour intégrer l’équation P(a) =o, tant que 
celle-ci ne présente pas de particularités. Nous reviendrons sur ce 
point un peu plus loin. 

Il serait enfin facile de vérifier que la recherche des fonctions 0, est 
lige a la determination d’une classe de sous-groupes du groupe des Q, 
à savoir des sous-groupes qui appartiennent au même type que (K); 
et cela redonnerait les derniers résultats que nous venons d'obtenir. 


CHAPITRE IV. 


. SUR LA THÉORIE DE M. DRACH. 


I. — Le théorème fondamental. 


38. Revenons encore, pour un moment, sur le problème du Cha- 
pitre précédent, en conservant les mêmes notations. Et supposons 
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que nous connaissions deux systèmes, de la forme du système (A), 
ayant séparément des solutions communes avec (S). 

En raisonnant comme aux Chapitres I et II, on conclut des résul- 
tats du Chapitre précédent qu’on pourra former deux systèmes auto- 
morphes[S, A,]. [S, As]. relatifs à deux groupes (G, )et(G:), etayant 
en commun une solution arbitraire de S; par exemple, une solution 
principale quelconque. Le système [S, A,, A, ] sera alors lui-même 
un système automorphe, relatif au groupe formé des transformations 
communes à (G,) et (G,); et c’est à la recherche d’une solution de ce 
nouveau système que sera ramené le problème de l'intégration de (S). 

Ceci montre, en particulier, que l'intégration complète de lun 
quelconque des systèmes résolvants considérés au n° 33 entrainerait 
l'intégration complète de (S), car elle donnerait autant de systèmes 
[S, A,], [S, A]; ... que-l’on voudrait, relatifs à des groupes sem- 
blables entre eux : et tous ces groupes ne peuvent avoir de transfor- 
mation commune autre que la transformation identique, puisque le 
groupe ponctuel général est simple. Cela prouve que, comme nous 
l’avions dit plus haut, pour une équation P (a) = o absolument géné- 
rale, il n’y a pas d'intérêt à essayer de l'intégrer en se servant de ces 
systèmes résolvants. _ 

Revenons au cas des deux systèmes (A) quelconques donnés. En 
nous servant des résultats du n° 36, nous pourrons déterminer deux 
groupes (K,), (K,) de transformations Q, par leurs équations de défi- 
nition, Cela donne du même coup les équations de définition du sous- 
groupe commun a(K, } et (K,), qui est un transformé du sous-groupe 
commun à (G,) et (G, ). 


39. Nous supposons maintenant une équation P(æ) = o donnée, 
à coefficients rationnels en £,4,,...,t,. Et nous disons qu'elle est 
spéciale S'il existe quelque système de relations (A), rationnelles par 
rapport:a ES 27, las par rapport a @,, ..., % et par rapport a leurs 
dérivées, qui soit compatible avec (S). L'équation est dite générale 
dans le cas contraire. 

Dans cette définition pourront étre considérées comme rationnelles 
toutes les fonctions des arguments précédents appartenant à un cer- 
tain domaine de rationalité | R]. Ce domaine sera défini par certaines 
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fonctions fondamentales : et toutes les fonctions construites ration- 
nellement (au sens habituel du mot) avec ces fonctions fondamentales 
et les variables considérées, et toutes celles qui se déduisent de telles 
fonctions par des différentiations et des éliminations appartiendront 
à [R]. On considère, en d’autres termes, comme opérations ration- 
nelles non seulement celles qu’on désigne ainsi en Algèbre élémen- 
taire, mais aussi les différentiations et les opérations consistant à éli- 
miner des variables entre des équations finies déjà rationnelles par 
rapport à ces variables; et aussi celles par lesquelles on exprime 
l’équivalence de deux systèmes d’équations de la même nature. 

Les opérations par lesquelles nous avons traité le problème fonda- 
mental du Chapitre précédent sont donc toutes rationnelles, si les 
équations (A) données sont elles-mêmes rationnelles dans le do- 
maine [R] considéré. Avec cette hypothèse, les systèmes auto- 
morphes auxquels nous sommes arrivés sont eux-mêmes rationnels : 
ceux du moins qui seront déterminés par la condition d'admettre une 
solution principale donnée, ou tout au moins une solution définie par 
des valeurs initiales appartenant au domaine [R |. 

Ces principes posés, nous allons pouvoir préciser le degré de spe- 
cialité d’un système (S) donné, et discuter la théorie esquissée par 
M. Drach dans sa Thèse. 


40. Les résultats des n° 30, 31, 32 montrent, en effet, qu’à tout 
| système rationnel (A) compatible avec (S) en correspond un admet- 
tant comme solution une solution principale quelconque de (S). 
définie par ses données initiales, et qui est transformé d’un système 
dont toutes les solutions appartiennent à [S, A]. Ce nouveau sys- 
tème doit donc être considéré comme au moins aussi simple que 


[S, A]. 


Ceci nous conduit a nous limiter, au moins dans une premiere étude, 
aux systèmes (A) qui admettent comme solution une méme solution prin- 
cipale déterminée 5, de (S). 


Les résultats des mêmes numéros nous montrent encore que, de 
tout système [S, A] de cette nature, on peut déduire rationnellement 
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/ 
un système [S, A’] automorphe dont toutes les solutions appar- 
tiennent à [S, A], et admettant encore 5, comme solution. 

Au point de vue où nous venons de nous placer, nous sommes donc 
en droit de ne considérer parmi ‘les systèmes |S, A] rationnels, admettant 
la solution 5,, que ceux qui sont automorphes ; puisque nous pouvons 
dire, d'après ce qui précède, que ce sont les plus simples. 

Et il résulte immédiatement de la discussion du n° 38 que, parmi 
tous ces systèmes, il y en aun dont les solutions appartiennent a tous les 
autres (et même, d'après ce qui précède, à tous les systèmes [S, A] 
rationnels admettant la solution 5,). Nous pouvons dire que c’est le 
plus simple de tous. Soit [S, B] ce système, et (G) son groupe: 
(G) sera appelé le groupe de rationalité de P(x) = 0, correspondant 
au domaine de rationalité [R|, et à la solution principale o,. 

Il résulte encore de la discussion du n° 38 que Le groupe associé à 
l’un quelconque des systèmes automorphes [S, A], rationnels et admet- 
tant la solution 5,, contient (G). 


41. A ce résultat on peut joindre une réciproque. 
* Imaginons une équation différentielle quelconque, de la forme 


(1) Q(z, «++, las Maney ee Pees. hits Lis sl) =S(t, li, a9 tn) 


dont le premier membre soit fonction rationnelle de tous ses argu- 
ments; et supposons qu'elle soit vérifiée par toutes les solutions de 
[S, B]. Je dis que la fonction g du second membre appartient aussi 
au domaine de rationalité [R |. 

En effet, cette équation est une conséquence algébrique (c’est- 
à-dire en considérant tous les arguments qui y figurent comme des 
indéterminées) des équations du système [S, B] mis sous forme 
complètement intégrable, différentiées, le cas échéant, jusqu’à 
l’ordre de Q. 

UL suffit done d'appliquer le théorème général du n° 5 pour con- 
clure que g se calcule, par voie rationnelle, au moyen des équa- 
tions [S, B] et de la fonction Q; puisque nous supposons les élimi- 
nations et les identifications possibles dans le domaine [R ]. 

Pour plus de netteté, on pourra s’astreindre à n’admettre, dans le 
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domaine de rationalité [R], que des fonctions des dérivées des +; qui 
soient rationnelles, au sens élémentaire du mot, par rapport à ces 
dérivées, les coefficients de ces dérivées dans ces fonctions pouvant 
être des fonctions des variables #, ¢,, ..., ty, æ,, ..., æ, rationnelles 
au sens plus général défini au n° 39. Étant donnée la forme trouvée 
pour les équations de définition de tous les groupes-types connus, 
cette restriction ne saurait être génante. 

Alors, si le groupe (G) est transitif, ce ne sont que les dérivées 
av»? qui interviennent dans le calcul précédent, et l’on est rigou- 
reusement dans les conditions de la démonstration du théorème gé- 
néral du n° 5 sur lequel nous nous appuyons. 

Si le groupe (G) est intransitif, on fera d’abord les éliminations 
nécessaires pour se débarrasser partout des fonctions æ,,,, ..., Lp 
que l’on pourra supposer égales à ses invariants d’ordre zéro dis- 
tincts. Et l’on sera ramené au cas d’un groupe transitif, pour une 
équation P,(æ) =o à v +1 variables indépendantes seulement. Dans 
ce calcul, on pourra avoir à faire certaines résolutions d'équations 
finies; il est clair que l’on devra, si besoin est, adjoindre au domaine 
de rationalité les coefficients de P, (a) et ceux des invariants fonda- 
mentaux du nouveau groupe dans lequel (G) se sera transformé. 

Cette légère difficulté tient à l’incertitude sur la nature des opéra- 
tions qui interviennent dans la démonstration du théoreme du n° 5, 
quand on opère dans un domaine de rationalité quelconque. Elle 
tient donc à la nature même de la question. Mais elle disparait abso- 
lument si le domaine [B] est le domaine naturel des fonctions ration- 
nelles, au sens usuel du mot, par rapport à 7, ¢), ...,¢,3 æ,,..., Xp 
et leurs dérivées. 

Nous nous en tiendrons à l'hypothèse, moins restrictive, faite plus 
haut sur[R], en supposant dorénavant que l’on est toujours dans le 
cas d’un groupe (G) transitif, ce que l’on peut réaliser, le cas 
échéant, comme nous l'avons expliqué. Nous pouvons alors conclure, 
en toute assurance, que, sousces hypotheses, la fonction g(t, ty, ..….,t, 
est rationnelle. 


42, Imaginons, en particulier, un systeme automorphe quelconque 
associé à un groupe dont les équations de définition (des transfor- 


72 E. VESSIOT. 


mations finies) soient rationnelles, et admettant la solution a). 
Les équations de ce système sont de la forme (1); et, si le groupe 
associé au système contient (G), le système admet toutes les 
solutions de [S, B]. Done, en vertu de la réciproque pré- 
cédente, les seconds membres des équations du système seront 


rationnels. 


Done, tout système automorphe, satisfaisant aux conditions énoncées, 
et dont le groupe associé contient (G), est rationnel. 


Nous sommes ainsi arrivés à un théorème tout à fait précis, et qui 
est l’analogue du fameux théorème de Galois. Il ne sera pas inutile 
de l’énoncer à nouveau en entier. 


43. Tutorime FONDAMENTAL (Premier énoncé). — Étant donné un do- 
maine de rationalité | R | défini par l’adjonction, au domaine naturel, d'un 
certain nombre de fonctions de x,, ...,2,3 t, ty, ..…., t,3 on considère une 
équation P (a) = 0 dont les coefficients appartiennent à ce domaine | R], 
dont aucune intégrale ne puisse se calculer par la résolution d'équations 
finies rationnelles dans | R|, et qui soit spéciale dans |R]. On imagine 
tous les groupes de transformations en x,, ..., x, dont les trans forma- 
tions finies sont définies par des équations de définition rationnelles 
dans [R]; et les systémes automorphes [S, A] correspondant à ces 
groupes, et contenant les équations (S): ces systèmes définissant, par 
conséquent, comme (S), des fonctions x,, ..., x, des variables indépen- 
dantes t, t,, ..., t,. Cela posé: — 


A chaque solution principale ©, de (S) correspond un groupe. tran- 
. a , \ y r r 4 » 2 L De 4 
sitif (G), de l'espèce considérée, appelé groupe de rationalité de l'équa- 
tion P(x) = 0, et jouissant des propriétés suivantes : 


1° Tout système |S, A], de l'espèce considérée, qui admet la solution c,, 
et dont les équations sont rationnelles, a pour groupe associé un groupe 
contenant (G ); 


TS 7 > ue) 1 ,» x Q wg . 

2° Tout système |S, A], de l'espèce considérée, dont le groupe associé 
contient (G), et qui admet la solution c,, se compose d ‘équations ration- 
nelles ; 


SUR LA THÉORIE DE GALOIS ET SES DIVERSES GÉNÉRALISATIONS. pa) 


3° Il existe un système [S, B], ayant (G) pour groupe associé, et ad- 
mettant la solution c,. 


Les résultats du Chapitre précédent nous permettent d'ajouter 
immédiatement : 


Les groupes de rationalité, correspondant à diverses solutions princi- 
pales, sont semblab'!es. 


On pourrait, plus généralement, d’après les résultats du n° 30, 
substituer dans l’énoncé précédent, à la solution principale c,, toute 
solution qui, pour une valeur convenable ¢, de la variable ¢, se 
réduirait à des fonctions æ°, ...,æ, de t,...,t,, définies par des 
équations 


= BAZ} TR (E—1,2,...,n), 


dans les seconds membres desquelles figureraient des fonctions 
B;(æ,,..., æ&,) appartenant au domaine de rationalité [R]. Le groupe 
de rationalité ainsi obtenu serait encore semblable à (G). D'une 
manière plus précise, ce serait T-'(G)T, T désignant la transfor- 
mation 


(T) Da ibid (1,321), 


liant cette nouvelle solution z,, ,.., æ, à la solution principale oy, 
supposée correspondre à la valeur £, de la variable ¢ ('). La condition 
que nous supposons est done que la solution considérée soit liée à 
une solution principale par une transformation (T) rationnelle. 


44. Pour les autres solutions de (S), on ne peut rien dire de gé- 
néral. Mais il existe certainement des solutions pour lesquelles le 
théorème est faux. Il n’y a, pour s’en assurer, qu'à se reporter à 
l'exemple du n° 32, le domaine de rationalité [R] étant le domaine 


(2) Les groupes de rationalité qui correspondent à deux solutions principales différentes 
sont semblables, en général, par une transformation qui n’est pas rationnelle ni même 
algébrique. 

Ann, Ee. Norm., (3), XXI. — Février 1904. 10 


74 E. VESSIOT. 
naturel. Pour toute solution principale, on a le système [S, B], 
où (B) est 


Ox _ | 


t; = 


OL; 


et le groupe de rationalité (G) est le groupe linéaire homogène 


LI aes 


car c’est le groupe associé au système [S, B] précédent, il n’a pas de 
sous-groupe transitif, et l'équation considérée n’est pas intégrable 
algébriquement, pour une fonction rationnelle M(z) quelconque. 

Or les solutions qui satisfont à l'équation (15) du n° 32 ne peuvent 
satisfaire à aucune équation rationnelle qui n’en soit pas une consé- 
quence. En effet, on en déduirait une équation rationnelle du pre- 
mier ordre, à laquelle satisferait la solution considérée. Cette nouvelle 
équation, devant admettre la transformation infinitésimale P(F), 
serait, d’après ce qu'on a vu au n° 32, de la forme 
(2) AAC EE 
en désignant par «(¢, Z,) une solution quelconque de P(+) =o. Et, 
comme le premier membre doit être fonction rationnelle de tous les 
arguments qui y figurent, il ne peut contenir a. Sans quoi, étant 


OLausG Ste Ox 
an,’ © est-a-dire de x et ¢, a 


£ dx \¥ : : 
cients des termes monomes en a (e 31) seraient des fonctions 
1 


fonction rationnelle de æ et , les coeffi- 


rationnelles de ¢ et ¢,; et comme, d’après la forme de (2), ils ne 
dépendent que de «, « serait fonction algébrique de ¢ et ¢,, ce qui est 
impossible. 

L’équation (2) se réduit done, en réalité, à la forme 


/ étant fonction rationnelle de ses arguments, et l’on en conelut 


ey ah =o ( 2); 


@ étant une fonction algébrique. 
Cette équation devant être compatible avec l'équation (15) du 
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n° 32, w(x) devrait être une intégrale de l'équation de Riccati 
wo’ + w?+ f(x) —1=0, 
ce qui est impossible pour une fonction rationnelle f(x) quelconque, 
puisque cette équation de Riccati n’a pas alors d'intégrale algé- 
brique. 
Les solutions de l'équation 


OL dæ 
(14) P(x) = 9; + aM() 97 =0 
qui satisfont a 
ia age HAUG) on te) 


ne satisfont donc à aucune équation rationnelle qui ne soit pas une 
conséquence de ces équations [(14), (15)]; et comme ces équations 
ne forment pas un systeme automorphe, le théoréme ne peut s’appli- 
quer à aucune de ces solutions. 


II. — Deuxième forme du théorème fondamental. 


45. Nous allons maintenant transformer l'énoncé du n° 43 de 
manière à le rendre plus semblable à l'énoncé classique du théorème 
de Galois. 

Nous considérerons les diverses fonctions Q de la forme indiquée 
au n° 41. Pour chacune d'elles nous désignerons par Q la fonction 
de #,4,,..., t, à laquelle elle se réduit quand on y remplace les fone- 
tions æ,, ..., x, par celles qui constituent une solution principale o,, 
toujours la même. Les diverses solutions du système formé de (S) 
et de l’équation Q=Q peuvent se représenter, sans ambiguïté, 
par To, T désignant l’une quelconque des transformations d’une 
famille déterminée de transformations T. Nous dirons alors, par défi- 
finition, que Q, considérée comme fonction des intégrales de P(x)— 0 
qui constituent la solution o,, admet numériquement les diverses 


transformations T, et pas d’autres. 
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Cette définition s'appliquerait encore au cas où l'on partirait d'une 
solution absolument quelconque, au lieu de partir de la solution 5, : 
bien entendu, les transformations T seraient alors remplacées, en 
général, par d’autres. 

Mais bornons-nous d'abord au cas où 5, est une solution principale : 
Q s'appellera, pour abréger, la valeur numérique de Q. 

Supposons d’abord cette valeur numérique rationnelle, c'est-à-dire 
que ce soit une fonction de #, 4,, ..., 4, appartenant au domaine de 
rationalité [R |. 

Si le système [S, A] formé de (S) et de Q — Q, est automorphe, son 
groupe se confond avec l’ensemble des T, qui, en vertu du théorème 
fondamental du n° 43, contient dès lors (G). Donc R admet numéri- 
quement le groupe (G). 

Si le système [S, A] considéré n’est pas automorphe, nous savons, 
par le Chapitre précédent, qu'on en peut déduire un système auto- 
morphe rationnel, admettant la solution o,, et dont toutes les solu- 
tions appartiennent à l’ensemble des Ta,; c’est-à-dire dont le groupe 
ne contient que des transformations T. Or ce groupe contient (G) 
d’après notre théorème fondamental. Donc, dans ce cas encore, 
Q admet numériquement le groupe (G). 

Réciproquement, si Q admet numériquement le groupe (G), on 
peut appliquer le théorème du n° 41 à l'équation Q = Q; c’est-à-dire 
que la valeur numérique de Q est rationnelle. 

Donc, sous les hypothèses énoncées en détail au n° 43, on peut 
dire : 


THEOREME FONDAMENTAL (Deuxiéme énoncé). — A toute solution prin- 
cipale, a= aft,t,.,4,), (4 = 1, 2, 4 2), correspond un groupe (G) 
de transformations ponctuelles en x,, ..., x, et un seul, possédant la 


double propriete suivante : 

1° Toute fonction rationnelle det, t,, ..….,t,: de X,, ..., æ, et de leurs 
dérivées, qui, considérée comme fonction des intégrales a, ..., On, 4 une 
valeur numérique rationnelle, admet, au méme point de vue, c’est-à-dire 
numériquement, les transformations du groupe (G). 

+ Le ” 

2° Toute fonction de la méme nature, qui admet numériquement les 

(rans formations de (G), a une valeur numérique rationnelle. 
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Ce groupe (G) est identique au groupe de rationalité du premier 
enoncé (n° 43). 


46. Le théorème s’appliquerait encore, évidemment, aux solutions 
plus générales définies au n° 43, et qui ne sont, en somme, que les 
solutions principales des équations déduites de P(a)—=o par une 
transformation rationnelle effectuée sur les variables ¢,, ..., ¢,. Mais 
que pouvons-nous dire pour des solutions absolument quelconques? 

Soit To, une telle solution, absolument quelconque, mais qui 
sera toujours la même dans ce qui va suivre: 5, désignant toujours la 
solution principale qui donne (G) pour groupe de te Nous 
désignerons par Q ce que devient Q quand on y substitue cette solu- 
tion To). 

Supposons d’abord Q rationnel, et considérons encore le système 
[S, A] formé de (S) et de Q = Q. D’après l'étude générale du Chapitre 
précédent, ce système a la propriété suivan'e : ses solutions se répar- 
tissent entre des systèmes automorphes; soit [S, A’| celui d’entre eux 
qui admet la solution To,. Alors le système [S, T-'A"] admet la solu- 
tion o,, et d’après ce qu'on a vu au n° 30, est, par suite, rationnel. 
Son groupe est T(G’) T™, si (G’) est le groupe de [S, A’]. Or il con- 
tient (G), groupe de rationalité relatif à o,. Donc, inversement, (G’) 
contient le groupe T-'(G)T. 

On voit donc que Q, considérée comme fonction de la solution Ta,, 
admet le groupe T-'(G)T qui est absolument déterminé. La première 
partie de l'énoncé du numéro précédent s'applique done encore à la 
solution To,, en substituant à (G) le groupe semblable T'(G)T. 

Passons à la seconde Partie. C'est-à-dire que nous supposons ici 
que Q, comme fonction de la solution To,, admet le groupe T'(G)T. 
Je dis que la valeur numérique Q est encore rationnelle. 

Considérons, en effet, le système automorphe, avant pour groupe 
associé T-'(G) T, et ayant To, pour une de ses solutions. D'après les 
résultats du n° 29, il s'obtient en adjoignant à (S) des équations de la 
forme 


CON UE oo ee dope, Po tien) C2: p), 


où les premiers membres sont rationnels et connus, tandis que les 
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fonctions w, ne le sont pas, mais ont des expressions bien détermi- 
nées. Alors, d’après le raisonnement du n° 41, Meta Q=Q 
admettant toutes les solutions du système [(S), (3)], Q s’exprime 
rationnellement au moyen des coefficients des équations (3) et de Q. 
Etles w, ne peuvent ea dans cette expression, puisque Q ne 
dépend que de ¢, 4,,..., ¢, Plus exactement, si les w, et leurs déri- 
vées figuraient dans Bis xD) on pourrait imaginer qu'on y 
donne aux æ,,..., x, des valeurs constantes, c’est-à- Fe qu’elles se 
trouveraient remplacées par des constantes. De toute façon on voit 
que Q a bien une expression rationnelle en ¢, ¢,, ..., tn. 


Donc le groupe T-'(G)T jouit, pour la solution To,, des deux pro- 
priétés 1° et 2° de l'énoncé du n° 45. 


47. Il y a cependant une différence essentielle entre le cas de la 
solution To, quelconque et celui de la solution 6,. La voici : 


Pour la solution 5, il existe un système rationnel n'ayant pas d'autres 
solutions que 5, et celles qui en dérivent par les transformations du 
groupe de rationalité (G ). Tandis que pour une solution To, quelconque, 
il n'existe pas, en général, de système rationnel admettant pour ses seules 
solutions To, et ses transformées par les diverses transformations du 


groupe T-'(G)T. - : 


L’étude faite au n° 44 sur l’exemple particulier du n° 32 montre 
clairement cette différence. 

D'une manière plus générale, considérons deux systèmes rationnels 
de la forme [S, A] admettant la solution To,. Si aucun des deux n’ad- 
met toutes les solutions de l'autre, on en déduira, en réunissant les 
équations des deux systèmes, un nouveau système de même forme, et 
dont le degré d'indétermination sera moindre. Comme le degré d’in- 
détermination d’un système ne peut diminuer indéfiniment par l’ad- 
jonction de nouvelles équations, on en conclut que, parmi tous les 
systèmes rationnels admettant la solution Tc,, il y en a un et un seul 
dont le degré d’indétermination est minimum, et tous les autres admettent 
forcément toutes les solutions de celui-là. 

Si nous appliquons à ce système la méthode de réduction du Cha- 
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pitre précédent, il se décompose en systèmes automorphes, dont les 
groupes sont, d’après un raisonnement fait au n° 46, des transformés 
d’un même groupe contenant (G). Les solutions de chacun de ces 
systèmes automorphes doivent se répartir à leur tour entre des sys- 
temes automorphes dont les groupes associés soient divers groupes 
transformés de (G). Car le fait se produit pour tout système auto- 
morphe, dont le groupe contient (G) et qui admet la solution 5,, 
puisque c’est un système rationnel [S, A] admettant cette solution; 
et les systèmes en question sont des transformés d’un tel système. 


Donc les solutions du système rationnel [S, Cl, de degré d’inde- 
termination minimum parmi ceux qui admettent la solution quel- 
conque Ts,, se partagent entre des systèmes automorphes dont les 
groupes associés sont semblables au groupe de rationalité (G), correspon- 
dant à 5,. 


L'un quelconque de ces systèmes automorphes sera de la forme (3), 
où les V, sont rationnels, tandis que lesw, sont définis par un système 
différentiel auxiliaire (H), obtenu en exprimant que le système 
[S, C] admet toutes les solutions de (3). 

Et ce systéme (H), dont les equations sont rationnelles, est tel qu'u 
n'existe aucune équation différentielle rationnelle, ayant avec lui, comme 
solution commune, celle qui correspond au groupe T"'(G)T, et qui ne 
soit une conséquence des équations de ce système. Car, s’il en était autre- 
ment, le système [S, C] ne serait pas le système d’indétermination 
minima, parmi les systèmes rationnels admettant la solution Ts,. 


48. Ce système (H) contiendra les équations du système (&) qui 
donnerait les fonctions w, fournissant les équations de définition de 
tous les groupes du même type que (G) : cela résulte de la théorie 
que nous avons donnée, dans le Mémoire déjà cité, pour la détermi- 
nation de ces types, puisque le groupe (K), où l’on considère ¢ comme 
un paramètre, est du type de (G), et est défini par les fonctions 0,; et 
que l’on a (n° 28), 

SALE) SCA (ly: bag, UN) RE L<e gp ueron, Sam (CES TE Ree IE 


Ces équations (c), qui sont des conditions d’intégrabilité du sys- 
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tème (3), sont les seules équations que le système (H) doive néces- 
sairement contenir, d’après notre étnde des systèmes résolvants 
(n° 33). 

Done, pour les solutions To, absolument quelconques, le sys- 
tome (H) se réduira au système (@). | 

Il en résulte également qu’il y aura des solutions correspondant à 
un système (H), formé en adjoignant aux équations (&) des équa- 
tions rationnelles absolument quelconques, compatibles seulement 
avec les équations (T). 

Telle est la raison générale des faits que nous avions constatés sur 
l'exemple particulier des n°* 32 et 45. 


III. — Troisième forme du théorème fondamental. 


49. Nous allons faire intervenir maintenant les considérations 
du § IV du Chapitre précédent. 

Nous sommes arrivés, dans ce qui précède, à cette conclusion qu'il 
existe un système automorphe rationnel [S, B], dans lequel les équa- 
tions (B) sont de la forme 


CB eek TRUE Wet TA eee rere cc pees Gs) ETAT Se ee 


et tel qu’il n’en existe pas de même forme, possédant un degré d’in- 
détermination moindre. Le groupe (G), associé à ce système, est le 
groupe de rationalité, relatif à la solution principale ¢,, qui corres- 
pond à la valeur 4, de 4. 

Donc, d’après le n° 35, il existe un groupe (K) de transforma- 
tions Q, ne se réduisant pas à la transformation identique, et qui ne 
se confond pas non plus avec le groupe général des transformations Q, 
dont les équations de définition (de ses transformations finies) sont 
rationnelles. 

Ces équations de définition sont précisément 


| = > 


lan TPE vane Pape E le, OM pens? Sat nes VOA li, io tn) 
(K) « Cle Be PEER 4 
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Le groupe (K) est, du reste, le transformé de (G) par la transfor- 
mation Ë,, qui est définie par les équations 


Dia (LU ns, La) ag by CHENE, 11), 


qui définissent aussi la solution o,. 
Supposons que les équations de définition d’un autre groupe (K’) 
de transformations Q se trouvent rationnelles. Alors, d’après la for- 


mule (24) du n° 34, il lui correspond un groupe ponctuel (G’), défini 
par l'identité symbolique 


(4) (G') = 3,(K’) Et; 


et, en faisant ¢ = 4, dans cette identité, comme &, se réduit alors à la 
transformation identique, on reconnait que les équations de définition 
de (G’) se déduisent de celles des équations de définition de (K’) où 
éne figure que comme paramètre en y remplaçant ¢ par 4, (Cf. n° 36). 

Les équations de définition de (G’) sont donc rationnelles. On 
obtiendra, par suite, un système [S, A] rationnel pour définir 
l’ensemble des solutions o de (S) telles que les transformations Z qui 
leur correspondent, comme il a été dit au n° 34, satisfassent à l’iden- 
tité symbolique 

(GO SK St, 

Ce système |S, A] admet, en vertu de (4), la solution o,. C’est un 
systeme automorphe, dont le groupe (G,) est le plus grand groupe 
dans lequel (G’) soit invariant. Car, si l’on pose ¢ = To,, c’est-à-dire 
¥=T-'Y,, on voit que T est définie par la condition de laisser (G’) 
invariant. 

Alors, d’après le théorème fondamental, (G,) contient (G). Mais 
le plus grand groupe de transformations Q laissant [S, A] invariant est 
le groupe (K, ), défini par l'identité (n° 36) 

(Ky )= 25 *( Gy) Lo. 
On en conclut, a cause de (4) et de la formule analogue 
(K) = %,'(G) 2; 


que (K’) est un sous-groupe invariant de (K,), et que (K,) con- 
tient (K). 
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On remarquera que l'on arriverait à la même conclusion, par la 
même voie, si l’on supposait seulement que ce sont les équations de 
définition des transformations infinitésimales de (K’) qui sont 
rationnelles. 


50. Nous allons considérer, inversement, un groupe (K’) — (de 
transformations Q) — contenant (K’); en supposant que ses équations 
de définition sont rationnelles par rapport aux dérivées des ¢; par 
rapport aux ¢; (voir n° 34). Considérons encore le groupe (G’), qui lui 
correspond par la formule (4) : il contient (G) et est, par suite, 
transitif. Ses équations de définition se déduisent d’une partie de 
celles de (K’) en y faisant 


PT Cree —12, (RÉ RE Fite yi 


elles sont donc rationnelles par rapport aux dérivées des x, par rapport 
aux a; et se mettent sous la forme 


PACE, DAS ni La) cale ee a tee >) d= 0,(25 SN 


(SS hy Sada es 


où les ¢,sont des fonctions rationnelles de leurs arguments, tandis 
que nous ne savons encore rien sur les w.. 

Mais, si nous écrivons que ces équations admettent toutes les solu- 
tions des équations de définition de (G), qui sont rationnelles, nous 
obtiendrons des formules donnant les w,(æ,, ..., 2) en fonction 
rationnelle des w,(a, ..., æ,) et des variables +! et æ;. On le verrait 
en raisonnant comme au n°41. Or ces formules ne peuvent lier les a 
aux æ; : elles prouvent donc que lesw,(æ,, ..., æ,) sont des fonctions 
rationnelles de æ,, ...,æ,. | 

Donc les équations de définition de (G’) sont rationnelles ('). 

Considérons alors le système automorphe [S, A], qui a (G’) pour 
groupe, et admet la solution o,. D'après le théorème fondamental, il 
est rationnel, puisque (G’) contient (G). Donc les équations de défi- 


(1) Ce résultat permettrait d’énoncer le théorème fondamental du n° 43 sous une forme 
un peu plus large, en imposant seulement aux groupes considérés la condition que leurs 


équations de définition soient rationnelles par rapport aux dérivées des x; par rapport 
aux zy. 
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nition du plus grand groupe de transformations Q qu'il admette sont 
aussirationnelles. Or ce groupe est, d’après le n°36, le groupe > (ee 
c’est donc le groupe (K’). Done, sous les hypothèses faites, les équations 
de définition de (K’) sont rationnelles. 

Pour compléter le résultat, il faudrait examiner s’il en est de même 
pour tous les sous-groupes invariants de (K’). Cela paraît certain pour 
ceux qui échangent transitivement les variables z; Mais nous nous 
bornerons, pour le moment, aux résultats précédents. 

Nous pouvons, en résumé, énoncer le théorème suivant, qui est, 
en réalité, une troisième forme du théoreme fondamental du n° 43. 


THÉORÈME FONDAMENTAL. ( Troisième énoncé.) — Si l'équation P (x) = 0 
na pas d'intégrale qui se calcule algébriquement dans le domaine de 
rationalité considéré, et si elle est spéciale, il existe un groupe (K) de 
transformations Q, dont les transformations finies sont définies par des 
équations de définition rationnelles, et qui ne se réduit ni au groupe 
general des Q, ni à la seule transformation identique. Tout groupe de 
transformations Q, qui contient (K), a ses équations de définition entière- 
ment rationnelles dés qu'elles sont rationnelles par rapport aux dérivées. 
Et tout autre groupe de transformations Q, ayant, pour ses équations 
finies, des équations de définition rationnelles, contient ce groupe (K), 
ou est un sous-groupe invariant d'un groupe contenant (K ). 


Ce groupe (K) est semblable au groupe de rationalité de l'équation, 
relatif à une solution principale quelconque 6,, par la transformation 
de æ,,..…,æ,ené,, .……,t, définie parles équations mêmes qui donnent 
cette solution oy. | 

Si l'équation est générale, le groupe (K) n’est plus que le groupe 
général de toutes les transformations Q. 

La nature du groupe (K) est caractéristique de la manière particu- 
lière dont l'équation donnée est spéciale : cela résulte de sa similitude 
avec le groupe de rationalité. 

L'avantage de cette nouvelle forme du théorème fondamental est 
qu’iln’y a plus à tenir compte de telle ou telle solution de l'équation 
donnée. Il n’y aqu’un groupe (K), tandis qu'il y a une infinité de 
groupes de rationalité (G), pour une même équation. 


ITA > ; 
Meee ws 
34 | ES VESSIOT. 0 MINES 6 Le a | E 
51. Il existe une classe étendue d'équations P(æ) =0, our le FE 
quelles on peut dire immédiatement quel est le groupe de l'équation. 
Ces équations se définissent de la manière suivante : ES ane 
Nous supposons connues les équations de définition des transfor- 


mations finies d’un groupe quelconque TER us 
| . d PL 


q 


(5) Ua Beis. ZS voy YOM...) = Os (Ly ++ +» Ln) (s=1, 2, Les pays s 


et nous supposons l'équation P(a) de la forme 
PROS tate oF 
(6) at ele tints + att) aera 
i=1 : 


où les fonctions £; sont celles qui figurent dans une transformation 
infinitésimale du groupe (5), dépendant du paramètre £, et qui serait 
par conséquent x 


n 
wy. OF 
XF > Eté, Lis se. Ln) Ox; 
TA 
Alors le système 
GR Pr re vot) oôvs Onl) —o, (41. ave) DR (TELUS D) 


admet la transformation 
: oF 
Die ty eee bn) Be 


d'après la propriété fondamentale des équations de définition d'un 
groupe quelconque, et admet par conséquent aussi 


4 RUES oF 
ot + SE (4, Ay ervey ta) 55,7 


rl i=1 
Donc, d’après le n° 34, le système formé du système (S) équivalent 
à (6) et des équations (7) est un système automorphe : et ce système 
es admet ici toutes les solutions principales de (S). 
} 
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Donc le groupe de rationalité de (S) contient le groupe (5). On 
prévoit que, si XF ne présente, parmi les transformations infinitési- 
males de ce groupe, dépendant d’un paramètre, aucune particularité, 
le groupe (5) sera précisément le groupe de rationalité de l’équa- 
tion (6). | 

On le vérifie sans peine pour l'exemple particulier du n° 32, pour 
lequel les équations (5) se réduisent à 


A CT 
x! dx x 
ERRATA. 


Lire, dans l’Introduction, page 13, lignes ro ct 11: 


.. Ce sont tous ceux qui, ayant leurs équations de définition rationnelles par rapport aux 
dérivées qui y figurent, contiennent un certain groupe (K), isomorphe holoédriquement au 
. groupe de rationalité de l'équation ; et des sous-groupes invariants de ceux-là. 
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SUR LA REPRÉSENTATION 


DES 


FONCTIONS ELLIPTIQUES, 
Par M. G. FLOQUET. 


—— —t— - - 


Le tome XXVII du Bulletin de la Societe mathématique de France 
renferme (‘) une Note sommaire de M. Painlevé sur la représentation 
d’une fonction elliptique par le quotient de deux fonctions linéaires 
de p(u — h) et de ses dérivées des premiers ordres, À désignant une 
constante convenable. L’auteur signale l'intérêt didactique qu'il y 
aurait à mettre explicitement en évidence, dans la théorie classique 
des fonctions elliptiques, ce quatrième mode de représentation. On 
sait, d’ailleurs, combien il est utile dans les applications et, en parti- 
culier, dans l’étude des courbes du genre un. Je me propose ici de 
l'expliquer en détail et de préciser les différentes circonstances qui 
peuvent se présenter. 


1. Considérons l'expression 
o(u)=A+A,p(u—h)+Ayp'(u—h) +...+Anapl”™ (u—h) 


ou k et les A désignent des constantes et où l’entier m est supposé 
supérieur à l’unité. Quelles que soient les constantes, si An» n’est 


(1) Année 1899, p. 301 et 302. 


> he 
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pas nul, la fonction elliptique o(u) admet m pôles dans un parallélo- 
gramme des périodes 2 et 20’ de pu, confondus avec le point con- 
gruent au point u = À. Elle y admet donc aussi m zéros. Réciproque- 
ment, si, pour un ensemble de valeur des constantes, la fonction o(u) 
admet m zéros dans un parallélogramme, elle y admet aussi 7 pôles 
et A, n'est pas nul. 

Je vais chercher à déterminer A et les A de manière que 9(u) 
admette 7 zéros assignés @,, Aj, ss «++» Am dans un même parallélo- 
gramme, chacun d’eux autant de fois qu'il figure ici. 


9. La détermination de 2 est immédiate. On doit avoir, en effet, 
(1) mh—Za=o0, 


qui donne 


Za 2pw + 2p! o’ 
2 LS ts 
(2) ; m 3% m 


De là m? valeurs à retenir pour A. Il peut arriver que toutes ne soient 
pas acceptables, car il peut s'en trouver un nombre « qui soient 
congruentes à des quantités a et qui, par suite, doivent évidemment 
être exclues. Si, par exemple, les m points a coincident, la formule (2) 
montre qu’il existe toujours une valeur de A congruente au point a 
et que a est égal à l'unité. Mais on va voir que « est en tout cas 
moindre que m’, de sorte qu'il existe toujours des valeurs acceptables 
pour k, en nombre m? — a. 

Non seulement « est inférieur à m’, mais il ne peut surpasser m et 
même on aperçoit tout de suite que, dans le cas m= 2, « ne peut 
atteindre m. Effectivement, d'abord « est au plus égal au nombre «, 
des points a distincts, puisque deux valeurs de A, n’étant pas con- 
gruentes entre elles, ne peuvent étre congruentesa un meme point a: 
donc « est a fortiori au plus égal à m. Ensuite, si les points a se com- 
posent d’un point simple a, et d’un point a; multiple d’ordre m—1, 
aucune valeur de 2 ne peut être congruente au point a,, car on aurait 


ma;=(m—1)a;+ a; ou aa. 


Donc, notamment, dans le casm = 2, a,= 2,h ne peut être congruent 
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« 


à aucun point a, de sorte que, quand m est égal à 2, le nombre « est o 
our, selon que a, est 2 our. 


3. Adoptons pour À une des m? — « valeurs acceptables et passons 
à la détermination correspondante des constantes A. 

J’observe avant tout que, si l’on détermine les A de façon que la 
fonction o(u) admette » — 1 seulement des zéros donnés a, elle 
admettra aussi le zéro restant. En effet, supposons les A déterminés 
de manière que cette fonction soit nulle aux DOS Gnome: 
par exemple. Le coefficient A, , sera nécessairement différent de 
zéro, c’est-à-dire que la fonction admettra m fois le pôle A, car, si elle 
ne l’admettait que m —1 fois, on aurait 


(m—1)h—(ay+ a.+...+4m-,) =0 


qui, avec (1), établirait une congruence entre À ct a. Il en résulte 
que o(u) possède un m'*™° zéro x dans le parallélogramme des périodes, 
et, comme il satisfait à 


mh—(a+ a+... + ayy + L)=0, 


il coincide bien, d’après la formule (1), avec le point a,,. 

Pour obtenir les fonctions ¢(w), répondant à la valeur adoptée deh, 
qui admettent les m zéros assignés, il suffit donc de déterminer les 
ensembles de valeurs, non toutes nulles, des constantes A, pour les- 
quels o(w) admet m — 1 seulement de ces zéros, choisis à volonté, et 
l’on est assuré que, dans un tel ensemble, la valeur du coefficient A,,_, 
ne sera pas nulle. 

Effectuons maintenant cette détermination. Les équations à écrire 
différeront de forme selon que, parmi les m—r points a choisis, il y 
en aura plus ou moins qui seront confondus. Siles m points donnés 
sont distincts, les 7 — 1 points choisis le seront nécessairement. Mais 
ils peuvent l’être encore lorsque deux seulement des points donnés 
coincident; dans ce cas, on peut employer aussi le point double et 
m — 3 points simples. Si les points donnés sont tous confondus, les 
m — 1 points employés coincideront. Pour embrasser tous les cas dans 
notre calcul, je supposerai que les m — 1 points employés soient com- 

Ann, Ee. Norm., (3), XXI. — Mars 1904. 12 
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posés ainsi : ; FE 
n points confondus au point a, 


à À | | r points confondus au point a,, 
J . ND ht ea ss... 2 ss... UE 
7 ten EL are s points confondus au point ax, 
4 de sorte qu'on a 
; RET+H+..  HS=M—I 
Les m — 1 équations auxquelles satisfont les m conan A, pour | 
11 << a valeur adoptée de h, sont alors | | 
é Apte = A) <i Aipl(ap= A). EPA PO are 
i Aop’ (a;—h)- Rose h) +... Aya p'"—-) (az— h) 
| en TS dis UN Giz R)otsA pi) (a;— R)+...+ Am-api™t™—*)(az—h) 
: A°p(aj—h) +Aip'(a;j—h) +...+Am2p%(a;—h)+AZo, 
Ap'(a;— hy +Ayp"(a;—h) +...+-An- ANT ER h) 
guerres tissée tenses tenets es eeeeererarecnceeeeeses es 4. 
rs Pe Aop'"-) (aj — h) + Ap! (a;—h) +.. LAS in 
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Aop(ar—h) +Aip'(ag—h) +... + Am 2p" (a,—h)+A=0, 
Aop'(a,.—h) : eR RED He eA peg EN (GE RE 


“App (ax — h) + A po (ag— h) +... + Am—2pSt"-9) (ay,— h) 


linéaires et homogènes par rapport aux inconnues et ayant leurs 
coefficients finis, puisque À n’est congruent à aucune des quantités a. 

Considérons le déterminant A des coefficients de A,, A,,... 
A, et le déterminant à des coefficients de A,, A,, -. 
dernier n'est pas nul. En effet, lorsqu'on fait A,,_, — o dans les équa- 
tions (3), le nombre des inconnues y devient égal au nombre des 
équations. Si, par conséquent, à était nul, elles donneraient des 
valeurs non toutes nulles pour A,, A,, ..., Ah, A. Par suite, les 
équations (3) seraient vérifiées par un ensemble de valeurs non 
toutes nulles des m constantes Ay, Ay, ..., Ams» Am—2» A, parmi les- 
quelles A,,, aurait la valeur zéro, ce que j'ai démontré (n° 1) être 
impossible. Pour la valeur adoptée de A, le déterminant à est done 


différent de zéro. 


oe) Ages. A. Ce 
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| Cela posé, si A n’est pas nul, les équations (3) donnent 
se Ao hk, | ASMA, te, Ama = AmeAs 
où l’on a 


/ ee aa 


bla 


Si maintenant A est nul, soient A,, Ay, ..., A, les mineurs du pre- 
mier. ordre obtenus en y supprimant la dernière colonne et successi- 
vement la première ligne, la deuxième, ..., la (mm — r)ième, La somme 


(5) Ay + (—1)" Ang + (— Dr i at ree 


est différente de zéro, car elle n’est autre, au signe près, que le déter- 
minant 6. Par suite, l’équation obtenue en multipliant les équations (3) 
Peepectivemen’ par Aye Ay, -..5, (-21)"Ag, 7, (—1)"* Ansa. 2, 
(—1)”s-'A,., et ajoutant se réduit à A=o. Les m—1 équations (3) 
sont alors homogènes en Ay, A,,-..., A, , et, comme A,, Anis, 
As; +++) Ans ne sont pas tous nuls, sans quoi la somme (5) le 
serait, elles donnent 


(6) A = Up Annes A, == LA mo CENT Le lm—3 A m2. 


Dans tous les cas, les coefficients A sont done déterminés à un même 
facteur constant près arbitraire, qui est A dans le premier cas, A,,_» 
dans le second. | 


4. Nous arrivons par conséquent à cette conclusion : 


Il est toujours possible de determiner h et les A de manière que la 
fonction 9(u) admette les m zeros donnes. 


Nous voyons en méme temps comment s’effectue cette détermina- 
tion. On a, d’apres (4), 
o(u)=[1+ Ayp(u—h) +Ap'(u— h) 4%. + mp9 (u — R)TA, 
si A n’est pas nul, et, d’après (6), 


o(u)=[hp(u—h) +l p'(u—h) +... + np (u—h) + pr) (u— he) J An—2, 
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si A est nul. D'après un théorème bien connu, la fonction devait être 
ainsi déterminée à un facteur constant près, une fois choisie la valeur 
de À, puisqu'il s’agit d'une fonction elliptique dont les périodes, les 
pôles et les zéros sont donnés. 

Remarquons qu’il résulte du mème théorème que l'expression de 
o(u), qui a été calculée en choisissant arbitrairement m—1 points 
parmi les m points a donnés, est indépendante de ce choix. Elle ne. 
dépend que de la valeur adoptée pour k, de sorte.qu'il existe autant 
d'expressions distinctes de o(u) qu’il y a de valeurs acceptables pour A, 
c’est-à-dire m? — «. 


5. Le raisonnement même a montré que le déterminant à des coef- 
ficients de A,, A,, ..., A,_,, A, dans les équations (3), était différent 
de zéro. Mais on peut établir ce fait directement. Il suffit pour cela 
d'exprimer à par un produit à l’aide de la fonction & (‘). 

Supposons, par exemple, que les m—1 points a employés pour 
écrire les équations (3) se composent de : — 1 points distincts a,, 
Ay, ..., A, et de m —z points confondus avec a;, et que a, désigne 
le point a restant. Le déterminant à correspondant s’exprimera ainsi : 


d—1!2131...(m—i—1)l1l213!...(m—2)! 


> g(2vo + 2v'w! + h—a,) Il 
[o(a —h).S(a— 2). (ai —h).9"- ia; h)]"-"’ 


II désignant le produit 


I= S(a—a)s(a;—a)...d(ais—a) d"-i(a;— ay) 


3(a3— a,)...0(a;,—a,) dM-i(a;— a,) 


(Qj; — Qi) Sa; — aj_3) 


Sued | Aj— Ai-4 ‘i 


Cette expression montre immédiatement que à n’est pas nul, puisque À 
n’est congruent à aucun des points a et qu'il n’existe aucune con- 


(*) Hatpnen, Traité des fonctions elliptiques et de leurs applications, 1" partie, 
p. 218 à 222. 
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gruence entre les points distincts a,, @, ..., a; appartenant à un 
même parallélogramme. | 


Si, en particulier, ¢ est égal à 1, le produit II doit être remplacé 
par Punité et l’on a 


C= [Fhalsts, (me —2)lq" Ce ea 
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6. Considérons l'expression 


WG A+ Ayp(u—h)+ Ap’ (u—h) +... + Ano p("-2) (u —h) O(n) 
~~ B+B p(u—h) + Bip! (u—h)+...4+ By_ap™— (u—h) — (a)? 


où A, les A, les B désignent des constantes et où l’entier m est sup- 
posé supérieur à l'unité. Je supposerai aussi que A, , et B,, ne sont 
pas nuls simultanément. 

La fonction elliptique f(z) admet, en général, m zéros et m pôles 
dans un parallélogramme des périodes 2w, 2w’ de pu et, en tout cas, 
lorsqu'un même nombre annule son numérateur 9(w) et son déno- 
minateur }(w), elle n’en admet pas plus de m. Quand ni A, 2, ni 
B,,-2 n'est nul, le point w= A n’est ni un zéro, ni un pôle de f(u), et 
les zéros de la fonction se trouvent parmi les zéros de o(u), tandis 
que ses pôles sont des zéros de Ÿ(u). Lorsque, au contraire, A, , est 
nul, le point À est un zéro de f(u), et il en est un pôle si c’est B,,_» 
qui est nul. Supposons, par exemple, que l’on ait 


By oe 0; Bas 72 0; LE PE 1s — 0; 
le point A sera un zéro d’ordre n de /(u), et, si l’on a 
Am—2 oe 0, Byrne Fa 0; Dre = ee = D ae ei By» — 0, 


il sera un pôle d'ordre z. 

Soient, dans un même parallélogramme des périodes, m points 
donnés @,, &, ..., a, et m autres points donnés b,, b,, ...,b,, ces 
derniers différant tous des premiers, mais ayant avec eux la relation 


(7) Z2b—Za=o, 


4 
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les points a, comme les points 6, étant d’ailleurs distincts ou con- 


fondus. | 
Je vais chercher à déterminer A, les A et les B de manière que /(u) 

admette les m points a comme zéros et les m points b comme pôles, 

chacun autant de fois qu’il figure dans la suite correspondante. 


7. Cherchons d’abord les déterminations de ce genre pour les- 
quelles A,» et B,_, sont tous les deux différents de zéro. Pour 
celles-la, À n’est ni un zéro, ni un pôle de f(w), de sorte que o(u) et 
L(u) admettent respectivement comme zéros les m points a et les 
m points b. Il est clair, d’ailleurs, que réciproquement tout ensemble 
de valeurs des constantes pour lequel 9(w) et Ÿ(u) admettent ces 
zéros constitue une des déterminations actuellement cherchées. On 
les obtiendra, par conséquent, en résolvant deux fois le problème 
qui a été traité dans la premiere Partie : une fois pour @(u), une fois 
pour Ÿ(u), et l'unique condition de possibilité sera que, dans les 
deux cas, le problème puisse être résolu avec une même valeur de A. 
Cette condition est toujours remplie d’elle-méme. En effet, nous avons 
vu (n°2) que les valeurs de 2 qui conviennent au cas de o(u) se 
trouvent parmi les nombres (2); de même, celles qui conviennent 
à Y(u) sont parmi les nombres 
xb _ 210 + 2 yo! 

WL nm 


(2’) == 


Or, d’après (7), les nombres (2) et (2’) sont les mêmes. Il résulte 
alors de ce qui a été dit (n° 2) que les valeurs de À propres à résoudre 
simultanément les deux cas s’obtiendront en prenant, parmi les pré- 
cédentes, »° valeurs non congruentes entre elles, et excluant ensuite 
celles qui seraient congruentes à des points a ou b. Supposons qu'il 
y en ait & congruentes à des points a et 8 congruentes à des points b. 
Comme aucune ne peut être congruente à la fois à un point a et à un 
point 6, le nombre des exclusions sera exactement la somme & + 6. 
Cette somme est inférieure à m?, car il résulte de ce qu'on a vu(n° 2) 
quelle ne peut surpasser 2m et que, dans le cas m= 2, elle est au 
plus égale à 2. Il existe donc toujours des valeurs de 2, en nombre 
égal à m* — à — B, susceptibles chacune de résoudre le problème à la 
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fois pour 9(w) et pour Y(iw). Adoptant maintenant pour 4 une de ces 
valeurs, on effectuera le calcul ultérieur des A et des B comme il a été 
expliqué et l'on aura par là une des déterminations cherchées, telle 
que A,,_, et B,,_, different tous les deux de zéro et renfermant, d’ail- 
leurs, un facteur arbitraire. On peut en obtenir ainsi autant qu'il ya 
de valeurs convenables de A, c’est-à-dire m? — « = 6 et on les a toutes 
par ce moyen. Chacune des expressions correspondantes de /(w) 
est déterminée à un facteur constant près, ainsi que cela devait être. 


8. Cherchons maintenant les déterminations pour lesquelles A,,_» 
est nul. Pour chacune d’elles, la valeur de À sera nécessairement un 
zéro de f(u), de sorte que le point À sera congruent à un des points a. 
Supposons, par exemple, que A soit congruent au point a;, multiple 
d'ordre », auquel cas (n° 2) 7 ne peut être égal à m — 1. Alors les n 
derniers coefficients de 9 (4) sont nuls 


(8) de = = A ys == 0, 

et, en outre, 

(9) A+Aop(u—a;)+A;p'(u—a;)+...+ Am ns pr (u — a;) 
admet les m — n zéros a qui diffèrent de a;, tandis que 


Go) B+B,)p(u—a;)+ B, p’(u—a) +...+By 2 pl (u — a;) 


admet les m zéros b. Le théorème de Liouville donne donc, d'une 
part, 


(m—n)a; =Èa—na;+2vo + 2Y'w)!, 


et, d’autre part, 
ma; b+ 2,0 + 2,0, 


égalités qui sont les mêmes à cause de (7) et qui montrent que, 
parmi les m? valeurs de À (2) ou (2’), considérées plus haut, il s’en 
trouve nécessairement une qui est congruente à a;, de sorte qu'il faut 
que « ne soit pas nul, Réciproquement, si « n’est pas nul, chacune 
des « valeurs de A exclues précédemment, comme congruentes à des 
points a, donnera une détermination des constantes pour laquelle 
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comme a, ne coincide avec aucun des m — 7 autres points a, ni avec 
aucun point, les A et les B pourront étre choisis (n° 3 ) de facon que 
les égalités (8) aient lieu et que les fonctions (10) et (9) admettent 
respectivement les m zéros b et les »m— n zéros a autres que q;. Il 
existe done « déterminations du genre en question, et on les a toutes 


A,,-» sera nul. En effet, si a; désigne le point auquel 2 est congruent, 


par ce moyen. 

Pareillement, si 8 n’est pas nul, il existe 8 déterminations pour les- 
quelles B,_, est nul, A,,» ne l’étant pas. Elles répondent aux f va- 
leurs de À qui ont été exclues dans le premier cas comme congruentes 


à des points 6, 


9. Nous arrivons, par conséquent, aux conclusions suivantes : 


Considérons l'équation 
mh= a = 2 b, 
qui donne m? valeurs de h non congruentes entre elles. Le nombre des 
fonctions f (u) distinctes est toujours égal à m?; elles sont déterminées a 
un facteur constant pres et correspondent aux m? valeurs de h. Supposons 
que, parmi ces dernières, il s'en trouve % qui soient congruentes chacune 
à un point a et $ congruentes chacune à un point b, auquel cas « + 8 est 
moindre que m°. Les m° fonctions f(u) se répartissent ainsi : 

me — à — 6 ont leurs coefficients À, , et B,_, differents de zéro, 

a ont leur coefficient À,,_, nul, 

8 ont leur coefficient B,,» nul. 

St h est congruent au point a; ou au point b;, supposé multiple d'ordre n, 
auquel cas n differe de m—1, la fonction f(u) correspondante a ses 
CORIOLIS CAG Pe ARs ny Agen iy ae Me Ame OU SOS be CENT Dy ae 
Bons Byrne +++» Bin tous égaux a sero. En général, a et 8 sont nuls, 
de sorte qu'il existe m° fonctions f(u) distinctes à coefficients À, 2 et 
B,,_, non nuls. 


IT. 


10. Considérons une fonction elliptique quelconque F(u), aux 
périodes 2, 20’, et soit m le nombre des zéros ou des pôles qu’elle 
admet dans un parallélogramme des périodes. Désignons par pu la 
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fonction æ Construite sur les périodes 2w et 2’ et cherchons une 
fraction 


(11) D pie Aip bs Aya App (u— 7) 
B+ Byp(u—h) + B,p'(u—h) UD pu). 


qui soit égale à F(w), quel que soit u. 

Aucun des deux indices w et v ne pourra surpasser m — 2, car le 
nombre des zéros ou des pôles serait alors supérieur à m. D'autre 
part, l’un au moins de ces indices sera égal à m — 2; car, sans cela, 
ne pouvant surpasser ce nombre, ils seraient tous deux moindres, 
et, par suite, le nombre des pôles serait inférieur à m. Il résulte de 
la que toute fraction (11), égale à F(w), sera nécessairement de la 
forme f(u) du Chapitre précédent, A,,. et B,,. n’étant pas nuls 
simultanément. Pour obtenir toutes ces fractions, il suffit alors, en 
suivant la marche indiquée, de déterminer les fonctions distinctes 
J(u) qui admettent les m zéros et les m pôles de F(u); d’après le 
théorème déjà rappelé, chacune d’elles ne différera de F(w) que par 
un facteur constant, et l’on aura ainsi représenté F(w) sous la 
forme (11) de toutes les manières possibles. 


Par conséquent, la fonction elliptique F(u ) peut toujours se représen- 
ter sous la forme (11) et cela de m? manières différentes. On les obtient 
comme il a été dit, et les derniers coefficients des deux termes de la frac- 
tion sont nuls dans les circonstances qui ont été fixées par les conclusions 


du Chapitre précédent. 


11. Appliquons à une fonction elliptique F(w) du second ordre. 
Soient a,, a, ct b,, b, les zéros et les pôles appartenant à un parallé- 
logramme élémentaire. Les nombres désignés par « et B étant ici o 
ou 1, et m étant égal à 2, les trois formes suivantes peuvent se pré- 
senter : 

A+A,p(u—h) 


ee Se) eRe (uaeh). 

(13) F(vw) = M+M p(e—h), 
I 

ee) to GN, put) 


Ann. Fic. Norm., (3), XXI. — Mars 1904. 13 
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Si a, et a, sont distincts, ainsi que 4, et b,, « et B sont nuls et les 
quatre expressions de F(u) sont de la forme (12). Sia, et a, sont dis- 
tincts, mais b, et b, confondus en b, « est seul nul, 6 étant égal à 1; 
on a trois expressions de la forme (12) et une de la forme (15); cette 
dernière n’est autre que 


Mo [p(u—4)— p(a— &)] 


ou, ce qui est la méme chose, 
M.[p(u— 6) — p(a2-- 6)]. 
Si, au contraire, b, et b, sont distincts, tandis que a, et a, coinci- 
dent en a, @ est nul et @ est 1; on a encore trois expressions (12) et 
une de la forme (14); cette dernière est 


I 


No[p(4— 2) — p(4—@)] 


ou, ce qui est la méme chose, 


I 


Nolp(u—a)—p(b,—a)] 


Enfin, quand a, et a, coincident, ainsi que J, et b,, on a pour F(u) 
deux expressions (12), une expression (13), et une expression (14); 
ces deux dernières sont les suivantes : 

I 


DE eevee a) an ae 


p(a— b) étant Pune des racines e,, e,, e, de p'u. 


RECHERCHES SUR L’ELASTICITE, 


Par M. P. DUHEM. 


PREMIÈRE PARTIE. 


DE L’EQUILIBRE ET DU MOUVEMENT DES MILIEUX VITREUX. 


INTRODUCTION. 


La plupart des travaux dont la théorie de l’élasticité a été l'objet se 
bornent à étudier des corps dont les déformations sont extrêmement 
petites, soit que leurs divers points matériels demeurent immobiles, 
soit qu’un mouvement de très faible amplitude les anime. 

La limite qui restreint ainsi les problèmes étudiés ne constitue pas 
une entrave génante lorsqu'on se propose seulement d’analyser les 
modifications des corps très peu déformables auxquels on réserve le 
nom de solides élastiques; mais elle rend inutilisables les résultats 
obtenus par le théoricien, lorsque celui-ci se propose d'étudier ces 
corps mous ou pateux qui forment la transition entre les fluides et les 
solides; il est alors indispensable de formuler des lois applicables aux 
milieux qui ont subi des déformations finies. 

G. Kirchhoff (') et M. J. Boussinesq (*) nous ont fait connaitre les 


(1) G. Kincunorr, Ueber die Gleichungen des Gleichgewichtes eines elastischen 
Kérpers bei nicht unendlich kleinen Verschiebungen seiner Theile (Sitzungsberichte der 
mathematisch naturwissenschaftlichen Classe der Akademie der Wissenschaften, Bd. IX, 
S. 762. Vienne 1852). Cet écrit n’a pas été réimprimé dans les 4bhandlungen de G. Kirch- 
hoff. . . . . , . » , 

(2) J. Bousstneso, Théorie des Ondes liquides périodiques, Note III (Mémoires présentés 
par divers savants à l’Institut de France, t. XX). 
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lois qui président à l'équilibre de semblables milieux, du moins lorsque 
leurs éléments sont simplement soumis à des actions newtoniennes. Il 
était intéressant d'étendre leur analyse au cas beaucoup plus général 
et insoupçonné avant nos recherches sur la Mécanique des fluides (*), 
où les masses élémentaires qui composent le milieu sont soumises à 
des actions non newtoniennes; le présent Mémoire apporte ce complé- 
ment aux recherches de nos illustres prédécesseurs et met en évidence, 
dans le cas où les actions ne sont pas newtoniennes, l'existence de 
couples élémentaires auxquels les actions newtoniennes ne sauraient 
donner naissance. 

Les lois du mouvement de milieux affectés de déformations finies se 
tireraient des lois qui président à leur équilibre au moyen du principe 
de d’Alembert, si les milieux étudiés n’étaient affectés d’aucune visco- 
sité; mais les corps mous et pateux, qui offrent à cette analyse ses 
plus intéressantes applications, sont, en méme temps, dans la plupart 
des cas, des corps trés visqueux; il serait illusoire d’en étudier les 
mouvements si l’on devait faire abstraction de leur viscosité. 

Nous sommes donc naturellement conduits à préciser les lois 
auxquelles obéit la viscosité au sein de milieux élastiques. 

Ce problème n’a tenté jusqu'ici, à notre connaissance, que les 
efforts d’un seul analyste, M. Oskar Emil Meyer (*). Mais les 
recherches de M. Meyer se sont bornées aux mouvements très petits 
d’un corps isotrope à la fois élastique et visqueux; en outre elles 
reposent sur certaines hypothèses moléculaires que nous nous gar- 
dons toujours d’invoquer. Il y avait donc lieu de créer les formules 
qui régissent les actions de viscosité au sein de milieux élastiques 
affectés de déformations finies. C’est l’un des principaux objets du 
présent Mémoire. 

Ces formules nous ont permis d'obtenir certains résultats; en par- 
ticulier, elles nous ont permis d'étendre à tous les milieux élastiques 
visqueux, qu'ils soient vitreux ou cristallisés, une proposition que 


(1) Le potentiel thermodynamique et la pression hydrostatique (Annales de l'École 
Normale, 3° série, t. X, 1893, p. 183). 

(2) O.-E. Meyer, Zur Theorie der inneren Reibung ( Borchardt’s Journal fiir die reine 
und angewandte Mathematik, Bd. LXXVILI, 1874, p. 130). 
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nous avions déjà démontrée pour les fluides visqueux : Les seules ondes 
qui puissent persister en un milieu visqueux sont des ondes sans propaga- 
tion, qui séparent sans cesse les deux mêmes portions du milieu. 

D'ailleurs, l'emploi de méthodes semblables à celles dont nous 
avions fait usage dans l’étude des fluides nous a permis de donner, 
de la propagation des ondes au sein des milieux élastiques non vis- 
queux, une analyse qui ne laisse place à aucun cas d’exception. 

Les milieux que nous avons étudiés ont toujours été supposés 
dénués d’hystérésis; la possibilité des déformations permanentes a 
donc été exclue, ce qui restreint la généralité de notre analyse et la 
portée expérimentale des résultats obtenus. Mais les formules cinéma- 
tiques qui nous ont permis d'étudier la viscosité des milieux élastiques 
nous permettront également d'étendre à de tels milieux les principes 
de notre théorie des déformations permanentes. 


— 000 = 


CHAPITRE I. 


LES DÉFORMATIONS D'UN MILIEU CONTINU. 


I. — Les déformations finies d'un milieu continu. 


Nous commencerons par établir quelques formules relatives aux 
déformations finies d’un milieu continu. Ces formules, dues à 
G. Kirchhoff et à M. Boussinesq, ont été magistralement exposées par 
MM. E. et F. Cosserat dans un Premier Mémoire sur la Théorie de 
l’Élasticité ('). Nous aurions pu nous borner à renvoyer le lecteur à ce 
Mémoire, si complet au double point de vue historique et théorique ; 
si nous ne l’avons pas fait, si nous avons repris la démonstration des 
formules strictement indispensables, c’est surtout afin de fixer les 
notations dont nous ferons usage. 


(1) Eucène et Francots CossErAT, Sur la Théorie de | ’Élasticité. Premier Mémoire 
(Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. X, 1896). 
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Prenons un milieu continu dans un certain état, fixé une fois pour 
toutes, que nous nommerons l'état initial; un point matériel déter- 
miné occupe, dans cet état, une position déterminée p dont les coor- 
données sont a, b, c. La connaissance de ces coordonnées permettra 
de reconnaître ce point matériel après que le milieu aura subi un 
déplacement et une déformation quelconque, selon le procédé 
employé en Hydrodynamique et appelé procédé de Lagrange. 

Au sein du milieu déformé et déplacé, le même point matériel 
occupe la position M dont les coordonnées sont x, y, 2; æ, y, = sont 
des fonctions continues de a, b, c, dont la connaissance définit la 
déformation et le déplacement subis par le système. 

Dans la plupart des cas, nous poserons 


(1) æ—a+EË, y=b+n, 3=Cc+é. 


€, 7, C seront également des fonctions de a, b, c. Nous aurons 


Ox _ (OLN Oe Oe dx dE 
a lou: 0b ob’ dc Oc’ 
dy __ On avi On oy _ On 

(2) da da’ Obit kin dba dc dc’ 
03 _ 0 0z 08 Pi oT 
da — da’ 06 0b’ Ue de 


Soit un point matériel qui, dans l’état initial, occupe une posi- 
tion p'(a’, db’, c’) infiniment voisine de la position (a, b, c); dans 
l’état déformé, il occupe une position M’(2’, y’, 3°), infiniment voisine 
de la position M(x, y, 2). En se bornant aux infiniment petits du 
premier ordre, on a 


OL) DTA 0: 

(a! — ©) = Fo (a'-- a) + SF (b'— b) + (ec), 
= avi, OY «yy ay 

(3) (y'— y)= ta —a)+ SEC b) + De — 0), 
We re TT die Os 

CR) (aie ane CPS TER ee 


Ces équation ê : 
quations peuvent être regardées comme des équations en (a’ — a), 
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(b'— D), (c'— c). Leur déterminant est 


0x Ox dx 
da db dc 
(4) eA, kOe Mei ae 


0a" Ob de |= Dla, e)- 


Ce déterminant ne s’annule jamais en une déformation qui laisse 
finie la densité en chaque point; nous savons, en effet, par l’équation 
de continuité, mise sous la forme de Lagrange, que le produit de la 
densité par le déterminant @ est égal à la densité dans l’état initial. II 
résulte, en outre, de la que la valeur de @ est indépendante du choix 
des axes de coordonnées. 

En résolvant les équations (3), nous trouvons 


! D(y, 5) ! D(z æ) D(z, y) al = 
er re ee De) Ch 
Diy, 4 ji D By, 1 D(z, = 
(ay LO (sb) = Dea a+ Te a ee De ( Late 
D(y, 2) i D(4, x) y'— D(x x) fet yl 
D(c'—c)— (x x) T D(a, by Y er ‘D(a, b) (3 B). 


D(a,b) 


Moyennant les égalités (2), on peut mettre les égalités (3) sous la 
forme 


| (2! a) = (1+ 5) (a= a) a, b'— b)+ At 


(3 bis) Q=n= te a)+ (14 FP) Wd) + Tee), 
) 
LIÉE az) (ee). 


En même temps, le déterminant @ devient 


dé 0g 0 

Lae da Ob dc 

: on on on 

(4 bis) Qs a a - 
Oc OC OC 
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Dans les égalités (3 bis), regardons a, 6, c et x, y, 5 comme des 
constantes: a’, b’, c’ eta’, y’, ’ comme des variables; ces équations défi- 
nissent une transformation homographique d’un espace w’(a’, 0’, c') en 
un autre espace M’(a’, y’, 5’), transformation qui fait correspondre le 
point M(a, y, s) au point (a, b, c). Cette transformation représente 
la partie principale du déplacement et de ladéformation que subit une 
masse infiniment petite à laquelle appartient le point matériel placé 
successivement en pet en M. 

Étudions d’une manière générale cette transformation. 

Considérons, dans l'espace des (a’, y’, 5’), la sphère S de centre M 
et de rayon 1 et cherchons de quelle surface elle est la transformée. 

Pour que le point M’(a’, y’, s’) se trouve sur cette sphère, il faut et il 
suffit que l’on ait 


= TI. 


(2’—ax)?+ (y'— 7)?+ (3'— 38) 


Pour cela, selon les égalités (3 dis), il faut et il suffit que ce point M’ 
corresponde à un point x’ dont les coordonnées a’, b’, c’ vérifient 
l’équation | 


(6) | (1+ 58) (aa) + (BB+ eo) 
+ [Sta a+ (1+ st) (b'— b) + se (e'—e)| 
+ [Fela + one (1+ of =r 


Cette équation exprime que le point w'(a’, b’, c’) a pour lieu un certain 
ellipsoide E ayant pour centre le point (a, b, c). 
L’équation de cet ellipsoide E, développée, s'écrit 
(7) (1+ 28) (a’— a)? + (1+ 2e) (0 — b)?+(1 + 2685) (c’—c)? 
+ 27,(b'— b)(c'—c)+ 243(¢e'—c) (a'— a)+ 2y3(a’— a)(b'— b)=1, 


en désignant par ¢,, 5, €, ÿ:, Ye, y, les six fonctions suivantes dea, b,c: 


Os I 0& 2 On 2 ar 2 
«= 95 +5 [ (Gz) + Ga) + Ge) | 
On raie? On \? aoa 
8 pee aT pg ak wih : 
(8) | Aarne Yea Alea + (5) +(55) |; 
er S| (On Cantey Dae 
+ (Ce) +(e) Ge): 


\ 
\ 
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BOe O67 O40 on On, OC OC 


MES ae, 

as dE dE On dn dE a 

8 EEE SU) 
Rey ASHILG) da . a Een eo, pram doc 
Oe Onn Gene onion oC ot 

ho M “Wa 0b) da gh da db: 


Cet ellipsoide admet trois axes rectangulaires ; soient o la longueur 


de l’un des demi-axes et A, vs, ©, ses cosinus directeurs: ces quatre 


quantités s’obtiendront, comme l’on sait, de la manière suivante : 
Si nous posons 


(9) ie tee 


o* 


S sera l’une des trois racines de l’équation du troisième degré 


I+ 2¢,—S 73 Y2 
(10) Ys 1+ 2€ — S V1 — 0 
V2 Yi I+ 92€; —S$S 


et A, w, © s’obtiendront alors en résolvant les équations 


( G+2e) À + y: +y CHS, 
(11) Yack +(1+ 26) Ub + y € = SW, 
Ya + 7, Vb +(i1+2e) 2 SE, 


(12) À? + Wb? + C7, 


Aux trois racines S,, S,, S, de l'équation (10) correspondent trois 
systèmes de valeurs de 5, , vs, © (pourvu que nous ne regardions 
pas comme distincts deux sytèmes de cosinus qui définissent une 
même droite), systèmes que nous désignerons par 


© 
Ti bi; V1, LL 


a 
Cas oka, Woo, So, 


(13) 


T3, ogy VUb3, 


Considérons le demi-axe de longueur o et de cosinus directeurs ale, 
vb, ©; il correspond a un rayon de la sphere S, rayon quia pour lon- 
gueur 1 et pour cosinus directeurs X, 3, %. Selon les égalités (3 bis), 


/ 
Ann. Fe. Norm., (3), XXI. — Mars 1904. 14 
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on a 
: dË dË Re) 
nao[(r+ 53) u+ 5pm + 522 A 
on On On 
(14) sao [a +(i+ pere, 
ot OF i ms | 
| af RA wht (1+ re bee 


Aux trois systèmes (13), cesrelations font correspondre trois systèmes 
de valeurs de x, 3, %, que nous désignerons respectivement par 


vt, ir 44, 
(15) Xn Te, bay | 
X3, 3 L3. 


Formons (2X3 + 3233 + 42%). Selon les égalités (14), nous aurons 


Xe Ney + Dada + Leb; 


ie Là Uae 
4 0: 0 Ô 
cot me E do + , | as a+ 5 i os As + (: Se À) Vs + 52 e| 


at 0g 0g ot A aN... 
+ | Ses + Get (1+ +5) e,| [SE a+ nb (1+ Se) 2 |) 


ou bien, en vertu des égalités (8), 


oz 
+ %) a+ — Vs + a6 de © | 


ae 


Neg X3 + Jods + bits 0203! [(1 + 241) hog + ys Udo + Yo So Jobs 
+ [( yg clog + (1+ 260) Ve + V1 Se JU 
+ [yes + Ye +(1+ 263) Se] Ss } 


ou enfin, en vertu des égalités (9) et (11), 


A0 ¢ © 
Nas EL, Ag ae Ds = =e (db og + VhoVb3-+ Co La). 


Orona 
clog cog + Uh, Ub, + Co C3 = 0. 


On a donc la première des trois égalités 


4 
il 

; ‘ 

P 

2 

2 
a 
£ 
£ 

4 


i Ah 7 
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Les deux autres se démontrent d’une manière analogue. On voit que 
les trois axes de l’ellipsoïde E correspondent à trois diametres rectangu- 
laires de la sphere S. 

de” étant un point quelconque de l’espace (a’, 0’, c’), projetons la 
longueur wu’ sur les trois demi-axes rectangulaires de lellipsoide E; 
soient A,, A,, A, les trois projections; nous aurons 


Ay = Mo, (a! — a) + Vo,(b'— b) + ©, (c'— 0), 
(16) A, = Ao,(a'— a) + Wb,(b'— b) + ©,(c!—c), 
As= ‘3(a'— a) + Vb3(b'— b) + ©3(c'—c). 


Au point p' correspond, dans l’espace des (x’, y’, 3’), un point MW’; 
projetons le segment MM’ sur les trois diamétres rectangulaires de la 
sphère S qui correspondent aux trois axes de l’ellipsoide E; soient X,, 
X,, X,, les trois projections. Nous aurons 


¥ 


X,= %&(2'— x) + 9,(y’— y) + 2; (5'— 5), 
RC) hasta), 
X,;= %3(2!— x) + 93(y' — y) + 23(3'— 2). 


En vertu des égalités (3 bis) et (14), la premiere de ces égalités devient 


2 3 DE DE : OR, ee 

LEA (i+ Boost Ge + D © | | (1+ 52) (a4) + TENUE TC) 
0 dn, , 0n\,,, On, , 

+ [Bait (1455 ave des] fee) + (1+ 55) 0 0) + ec) 
JT. at at\ , 

+ [SE + Sp (+ aka EC me O10) SE (1+ 54) (¢ — 0) |} 


ou bien, en vertu des égalités (8), 


X= oy | [Gt + 26,) hoy + 73 Vb + V2 L1](a'— a) 
+ [y3 y+ (1 + 2&2) Vb, + V1 1] Cole!) 
+ [yor + yivbit (1+ 283) 2] (c’ —c)| 


ou enfin, en vertu des égalités (9) et (11), la première des égalités 


X= g Leesa’ a) + ats (0 8) + i(c'—c)], 


X2 


Las(a'— a) +°0b2(b'— b) + 2a(e'— c)], 
= [ota ( 
2 


X,= = [tos (a! — a) + Ub,(b’— b) + ©,(c'— c)]. 
3 
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Les deux autres se démontrent d’une manière analogue. 
En comparant ces égalités aux égalités (16), nous trouvonis 


A 
(17) See Xi, X3—= —- 


Ca G2 C3 


Donc, pour passer de l’espace des (a', b', c') à l'espace des (LT, Von 
il est nécessaire et suffisant : 

1° De donner au premier espace un déplacement d'ensemble qui vient 
appliquer les axes de l ’ellipsoide E sur les trois diamètres rectangulaires 
de la sphère S qui sont les transformées de ces axes ; 


ie : (ep ; 
2° De réduire respectivement dans les rapports AN RTS les coordonnées 
1 2 3 
de chaque point rapportées à ce trièdre trirectangle. 


Revenons maintenant à la transformation Ja plus générale d’un 
milieu continu. A chaque point matériel occupant la position p. (a, b, c) 
dans l’état initial et la position M (x, y, =) dans l’état déformé, on peut 
faire correspondre une déformation homographique analogue à celle 
que nous venons d'étudier. Si l’on néglige les infiniment petits d'ordre 
supérieur au premier, cette déformation coincide avec la déformation 
réelle qui se produit au sein d’une masse infiniment petite compre- 
nant le point matériel considéré. 

A cette masse est lié invariablement un certain trièdre trirectangle 
qui, dans l’état initial, coincide avec les axes de l’ellipsoide E relatif 
au point matériel considéré, et qui, dans l’état déformé, coincide avec 
les trois diamètres de la sphére S, relative au même point, en lesquels 
se transforment les axes de l’ellipsoïde E. Ce triédre est le trièdre des 
axes de dilatation relatifs au point matériel considéré. 

L'étude complète de la déformation au voisinage d’un point matériel 
donné est achevée lorsque l’on connait les valeurs des vingt et une 
quantités (13) et (15). Celles-ci, à leur tour, par les équations (8), 
(9), (10), (11), (12) et (14), dépendent des valeurs prises au point 
(a, b,c) par 


0Ë dË dz 
da’ dab? dc’ 
On On On 
da’ db’ dc’ 
4 0g C 


da” Ob? dc 


\ 
\ 
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Il peut arriver qu’une grandeur dépende seulement de la déformation 
proprement dite et nullement de l’orientation des axes de dilatation, 
soit au sein du milieu initial, soit au sein du milieu déformé. Cette 
grandeur sera alors une fonction symétrique de o,, o,, 5,. En vertu de 
l'égalité (9), il revient au même de dire qu’elle est fonction symétrique 
des racines de l'équation (10) ou qu’elle est fonction rationnelle des 
coefficients de S*, S?, S, S° dans cette équation. 
Développée, cette équation devient 


(18) S§—(3+2J,)8S?+ (3+ 4J3,+ J.)S—(1+2J5,+ J, + 2J;) — 0, 


en posant 
J, e,+ 9+ €3, 

(19) Jn 4 (EE; + Est + £12) —(y?+ Vet ys) 
J3— Gey &ge3 — €1 i — E273 — Es V5 + ViYa Vs. 


Donc, toute grandeur qui dépend uniquement de la déformation par 
laquelle on passe de l’état initial à l'état déformé, et nullement de l’orien- 
tation des axes de dilatation soit au sein du milieu initial, soit au sein 
du milieu déformé, est une fonction des trois seules grandeurs J,, J,, 3;. 


La signification mécanique du déterminant @ nous enseigne qu'il se 


trouve précisément dans ce cas; ce doit donc être une fonction des 


seules quantités J,, J,, J,; en effet, si l’on part de l'expression de @ 
donnée par l'égalité (4 bis) et si l’on en forme le carré en tenant 
compte des égalités (8), on trouve 


1+ 2€ 3 Ye 
(20) D? = Vs I+ 2€ 71 =1+2),+J,+ 29, 
V2 1 I+ 2€; 


Cette expression peut se trouver d’une autre manière. 

Prenons, dans l’état initial, un parallélépipède rectangle infiniment 
petit dont wu’ soit la diagonale et dont les arêtes, dirigées suivant les 
axes de dilatation, soient A,, A,, À,; son volume est A, A, A, et sa 


masse PA, A.A, p étant la densité au point » dans l’état initial. 


RL 
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Dans l’état déformé, ce volume devient un nouveau parallélépipède 
rectangle, dont la diagonale est MM’, et dont les arêtes, dirigées sui- 
vant les axes de non, sont X,, Xs, X,; son volume est 50 XX, 
et sa masse 9 X, X, X,, p étant la densité au point M dans l’état déformé. 

La masse se conservant dans la déformation, on a | 


p X1X: X3— PoA1A:À; 


ou, selon les égalités (17), 


P = PoT1T293 
En vertu des égalités (9), cette égalité devient 
p°SiS2S3— p5 
ou bien, en vertu de légalité (18), 
(21) o?(1 + 23,+- J,+ 23;) = ps. 
Mais, d’autre part, on a l’égalité bien connue 
(22) PD— po. 


Ces égalités (21) et (22) redonnent l'égalité (20). 


II. — Variation infiniment petite d'une déformation finie ('). 


. CES . 9 , res , , 

Imaginons qu'à partir d’un état déjà déformé quelconque, nous 
imposions au système une modification, réelle ou virtuelle, infiniment 
petite. Nous aurons, en cette modification, 


a 


s » 
Ox es OY = On: of ae. 


Supposons les quantités dE, dy, & données en fonctions de a, b, c. 


om mm in el 


(1) P. Dunem, Sur quelques formules de cinémati 

) ) ue, utiles d 

de l’élasticité (Comptes rendus, t. CXXXVI, 19 re ne P: me os EEE 
’ 


~~ ve ee ee à à ‘olfnss à = 


VOL NN 
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Les égalités (8) nous donneront 


? 


‘eee (+ x) oe On 00n 0 AÙ% 


da) da . ‘da da da 
don , OÙ d& OOE dE Od On ddn On An dE OH dt dK 
oc 0 gh 0c dc 0b 9h de À dc do? 


ae TN EE Ne ele ie let ele Lo Ta) 161 le elles Sinon 6 joie gO sn abs es Doro arc ie Societe) © ce 


(23) 


oy 


les points remplaçant quatre égalités qui se tirent des deux premières 
en permutant les lettres a, b, c. 

La modification considérée peut être regardée comme un déplace- 
ment infiniment petit imposé au système déjà déplacé et déformé; 
selon la méthode de Cauchy, ce déplacement infiniment petit est 
défini, en chaque Pr par trois translations, qui sont 2&, én, à, trois 
rotations Ou = = Way = Oss trois dilatations D,, D,, D, et trois glisse- 
ments. GG: 

Si l’on suppose les grandeurs 3&, on, 6¢ exprimées en fonctions 
dew, y,5,o0na 


__ ddË don | _ dd 

1 — HA D, = — “Oy D;— Os 2 
__ 006. dôn CL" eer se Oo 00 
en oz. D 5e Oy’ 
00.1: 00n Qos] 00 Door ré Où 
vom ss re ie ES MOT rox oy 


Mais on a neuf égalités que l’on peut tirer de celle-ci : 


O0 0 0& da OÙ 0b 008 de 
0c 0a 0x à Ob Ox De (os 


(29) 


en permutant entre elles les lettres x, y, 5 d’une part et les lettres € 
n, € d'autre part; puis les égalités (5) donnent 


dame 1 Diy, =) da ¥ Diz;x) da _1 D(a, y) 

dz @®D(b,c) dy ® D(b,c) 0: ® D(b,c)’ 

: ee Be D(y, 3) dos D(s x) db __1 D(x, y) 
28) 0x2 @® D(c,a)’ Oy MOD (ca) 05 OO D(c,a)’ 
E 1 D(y,s) CRT D(z,æ) dc __ 1 D(a, y) 
04 © Da, Pb) dy @® D(a,6) ds ® D(a,b) 
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Les égalités (24), (25) et (26) donnent 


I D(y,z) dd | D(y,s) 00— | D(y,5) a); 
=5| D(b,c) da  Di(c,a) db © D(a, b) de 


i, D(s, x) d0€ D(s, x) CAS , Di, 2) 00% 
2G.= 5 D(6,c) 0a  D(c,a) 0b  D(a,b) dc 


(28) Diss 7) 0% D(a 90 OA 
D(b,c) da D(c,a) db Dir db) ace 


D(b,c) da T Die a) 0b te D(a,b) dc 


| vs: | D(z,æ) 006 | D(s, 2) 00 Dis) 006 
D(x,y) d9n D(a, y) ddn  D(x, y) vn 


D(b,c) da D(c,a) db  D(a,b) dc 


Sic eis) ere eo 5 Gi vus eus ele nee) slpiBreïeletie ele via ere s'ils ais na en) eds ere nn 


Dans chacun de ces trois groupes, les points remplacent deux éga- 
lités qui se déduisent de la première en permutant entre elles d’une 
part les lettres &, n, €, d’autre part les lettres x, y, 3. 

Des formules (29) on tire sans peine celles dont Cauchy a fait usage 
pour établir, en Hydrodynamique, le théorème de Lagrange et la con- 
servation du mouvement tourbillonnaire. 

Les six quantités 6¢,, 02,, de, dy,, Cy., dy, s'expriment sans peine 
en fonctions linéaires et homogènes de D,, D,, D,, G,, G,, Gy. 

Les égalités (2) et (23) donnent 


+ 0% 00% ody 0n ds dX 


RTE DA UN ie lee 


_ dx dd dx 00 dy 0dn dy ddn Os dd ds dd 


NS GE e ". da db. sdb we. 0G Oba Ob OE D UE 


Os 


SPF) LOA Scie Oa) ee Ne TE QUEUE a. 6 oe Cel, we eae sde etais <a lee Thee mL onal Op Die atte 
sde er es, es sp ioye 


Développons les dérivées partielles de 32, én, X par rapport à a, 
b, cen fonctions des dérivées partielles des mêmes quantités par rap- 
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port à æ, y, z, et nous trouverons 


| b= (FE) Dit (SE) Dox (52) a Gta SG: 
(eye (En (nee esl ot 
oer ee (Se) D . Dee = Di a = mee = Gs x 
a * + ere 
EU Dar (à 
me nn 


Moyennant les égalités (2), on peut, si 
lités (30), substituer les dérivées partielles 


dérivées partielles 


des quantités x, y, z. 


149 


92 oy 
* 0b Ob 


ed dy 
* dc dc 


G;, 


G3, 


Ox oy 
dé 35) G; 


da dc 


Se oe œ) G;, 


l’on veut, dans ces éga- 
des quantités £, n, ¢ aux 


Aux axes rectangulaires considérés, substituons un nouveau sys- 
teme de Bea ioanses rectangulaires x’, y’, 3’. Désignons le cosinus 
de l’angle formé par un axe ancien, l’axe des x, par exemple, et un 
axe nouveau, l’axe des x’, par exemple, au moyen du symbole (x, +’). 
Au moyen de D,, D,, D;, G,, G, G,, formons les expressions des trois 
dilatations D’, Di, D; et des trois glissements G, G,, G, rapportés aux 


nouveaux axes. 


Les composantes du déplacement virtuel suivant les nouveaux axes 


sont 


dE’ 


= (x, æ') d + (y, 


1) on + (4, æ') 08, 


on’ = (ax, y') 0E + (y, y') On + (4, y') 8, 


= wy EU) dE (y; 


Ann. Ec, Norm., (3), 


XXI. — Mars 1904. 


z')dn +(z, 2!) 0€. 
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D'ailleurs, nous avons 


00 00g 
Di SE = (2) 5G (2) gt + 2) Gee 
et 
bE 06 OÙ. di ee 
Se = (mae + Op 0 AR See 
00 1, 00N don 7 don 
Sot = (ay ) Ox ge eect mc + te, a) Oz 
aot 00€ oùt aot 


ai = (ee, RES + (Y lay + (4, ETS 


Ces égalités, jointes aux égalités (24), donnent la première égalité 
DC 2!) Di+ (y, z')?D,+ (4, x')} D: 

+ 2(y¥, 2") (3, 2')G,+ 2(4, 2") (æ, @')G,+ 2(x, 2") (y, 2')Gs, 
D, = (zx, ¥' YD + (y, Y'}D:+ (4, y')*Ds 

+2(¥,y7') (4, y')G,+ 2(4, y') (2, Y')G+2(x, WAY y')G:;, 
Di, = (a, 2')?Di+ (y, 3')?D.+ (4, 2’)? Ds, 

+ 2(y, 5") (5, 5')Gy + 2(s, 5") (@, 5!) G, + 2 (a, 5°) (9, 5') Ga. 


(31) 


Les deux autres se démontrent d’une maniere analogue. 
Une démonstration semblable à la précédente nous donnera les for- 
mules 3 


2G = 2(2, y')(æ, 5')D,+2(y, y’) (y, 5')D2+ 2(5, y!) (3, ') Ds 
+ 2[(, y’)(¥, 3") + (4 Y¥') (5; 3')]G,+ 2[(2, y’)(s, s)+(a, ¥')( 2, 3')] Ge: 
(32) + 2[( 9,9’) (2, 3')+(2, y')(y,2')]G; 


Les expressions de G, et de G, se tirent de l’expression de G’, en 
permutant entre elles les lettres +’, y’, =’. 

Supposons, en particulier, que les nouveaux axes soient les axes de 
dilatation relatifs au point M du milieu déformé (a, y, =); rapportés 
à ces axes, les trois dilatations infiniment petites et les trois glisse- 
ments infiniment petits qui correspondent à la variation infiniment 


3 
% -< 
L 
1 
È 
3 
‘ 
L 
€ 
3 
4 
: 
4 


(34) 


RECHERCHES SUR L’ELASTICITE. 119 

petite imposée au milieu déjà déformé, seront 

AD Xi + D237 + Dh? +oG Ti + 2G, X, + 265,59, 

A,= DIX? + Da? + D, 2 + 26,3, 62 + 2 GX + 2 Gyro Jo. 

A,= DIX? + Do? + D3H?2 +.2G, 93 43+. 2G, 3X5+ 2 G03) 55 

T,=%,%,D,+ 3,5:D,+ 2.45), 
(33) + (42.333 + Joby) Gy (Ney Sg -+ Res) Ga + (Fast Nas) Gs, 

T, = %3%,D, + 9339,D.+ 8,5%, D; 

+ (391+ Jai) + (Xi + H3%,)Gy+ (TX + N51) Gs, 


YT; = XX Di+ 9192D.+ ©,%,D; 
+ (Fat Die) Gy + (Ny So + Hy Ny) Go + (Tir OG, J) Gs. 


Les six quantités A,, A,, A,, T,, T,, l', sont des fonctions détermi- 
nées de a, b, c (ou de x, y, z) lorsque l’on connaît, en fonctions des 
mêmes variables, les six quantités &, n, €, 0€, dy, à. Nous aurons 
souvent, par la suite, à considérer les six fonctions (33). 

On peut se proposer de rechercher quelle variation subissent, au 
cours de la modification virtuelle considérée, les quantités o,, o5, © 
et comment se modifient les axes de dilatation soit au sein du milieu 
initial, soit au sein du milieu déformé. 

Les égalités (19) donnent, en premier lieu, 


ÔJ, = des + Oe, + des, 


OS, = 4 (2-+ €3) des + 4 (Es + Es) des + (es + Ex) des — 271 Oy; — 2 y: dya— 2 y3 Oy, 


OJ; = (46263 — y?) des (heses — y5) des + (Gere, — y?) de, 
+ (y2Y3 — 211) dy1 + (Y3Y1 — 2&2 Y2) OY, + (Y1Y2 — 2&3) dy. 
L'égalité (18) donne alors 
(35) [3S— (6+ 4J,)8+(3+4J,+ J,)] 08 


=2(S —1)?0J,— (S — 1) 0J,-++ 2 ds. 


Si, dans cette égalité, on remplace ÔJ,, ¢J,, 6J, par leurs expres- 
sions (34) et si, ensuite, on substitue à S soit S,, soit S,, soit S,, on 
obtient les expressions de ÔS,, 6S,, oS, en fonctions linéaires et homo- 
gènes de des, des, des, OYs, OYas OYa- 
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L'égalité (9) donne 


(36) bo =— 28, 


expression qui permettra de calculer éc,, 60, 6c, en fonctions linéaires 
et homogènes des mêmes quantités. 
Les égalités (11) et (12) donnent 
(1-+ 2e —S) dob + y3 db + ya dS + (2 des — 0S) + Vb dy; + LS ÜYa— 0, 
(37) ¢ ya deb + (1 + 262 — 8) dvb + y, 02 + A dys + (2 des — 08) + L dy — 0, 
Va Orso + yy OVS + (1 + 263 — S) dS + ob dy, + Vb Oy, + L(2 des — 0S) — 0, 
(38) db dsb + Vb OU + COS — 0. 


Les trois équations (37) ne sont pas plus indépendantes les unes 
des autres que les équations (11) dont elles proviennent; chacune 
d’elles est la conséquence des deux autres. Deux quelconques de ces 
équations, jointes à l’équation (38) et à l’équation (35), déter- 
minent des, des, 0&3, OY,, OY, OYs- 

Enfin, la premiere égalité (15) donne 


(39) dX — i x) + Fy, et ©] de 


da 0b 

uh . Œ x. 
00k Ôd | 008 

= er davenon at tae ) yi 


Mais les égalités (2) permettent d’écrire 


or (+ -#) OdE | On OÙ | dE Où 
da — da] 0x da dy da 03° 
00: _ dE Où Où dt ade 
06 — db get (+ SE) +5 ve 
OùE dE DOE On 0 QD 
dc — dc Ox. a dy + (1+ 5) oe ds 


Ces égalités, jointes aux égalités (15), transforment l'égalité (39) 


ie ee 
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en la première des égalités 


dk ae ae 
(+ Se) db + on oe + de | 


LLC: 
NX — +f —2 a 
( aye ine dy +24 ae } 


5g b+ (1+ 57) Ob + mel 
(4o) dc : 


00n 00n don 


OË 0g oc 
Ô SON perse 
a+ a(S dob + TOUL mes ) 


poss ee dde. Dot 
| = bau SS oer 


Au second membre de chacune de ces égalités, les deux premiers 
termes sont des fonctions linéaires et homogènes de ¢¢,, de,, de,, dy, 
O72, OYs, mais il n’en est pas de même du troisième terme, qui ne se 
laisse point écrire sous cette forme. 


— 200 =— 


CHAPITRE IL. 
ÉQUILIBRE ET MOUVEMENT D'UN CORPS VITREUX. 


I. — Du potentiel interne d’un corps vitreux. 


Considérons un système continu et divisons-le en masses infini- 
ment petites; soient dm, dm’ deux quelconques de ces masses. Le 
potentiel ¥ de ce système peut toujours se mettre (*) sous la forme 


(41) ja fœam+} ff Vdmam, 


(!) Le potentiel thermodynamique et la pression hydrostatique (Annales de 1 École 
Normale supérieure, 3° série, t. X, 1893, p. 183). 


118 P. DUHEM. 


chacune des intégrations s'étendant à la masse entière du système et 
les grandeurs ® et W dépendant d'éléments variables qui ont été énu- 
mérés dans notre Mémoire Sur le potentiel thermodynamique et la pres- 
sion hydrostatique. 

Nous allons particulariser de la manière suivante la nature des 
systèmes que nous allons étudier. 

Nous supposerons que l’on puisse toujours concevoir, pour chacun 
des milieux continus que nous aurons à considérer, un état où il serait 
homogène, où il aurait en tout point la même densité et où il serait 
isotrope; nous prendrons cet état pour état initial. Nous supposerons, 
en second lieu, que l’état d’une masse élémentaire dans un état dé- 
formé quelconque dépende de sa température absolue T et des trois 
grandeurs 6, 5s, 53, comptées à partir de l'état initial, mais point de 
l'orientation des axes de dilatation en l’état déformé. 

Quand un milieu remplira ces conditions, nous dirons que c’est 
un milieu vitreux; un milieu non vitreux sera dit milieu cristallisé. 

En un milieu vitreux, la fonction ®, qui est une fonction de l’état 
de la masse dm, y compris sa température absolue, dépendra de T et des 
grandeurs 6,, 6,, 5, relatives à un point.de la masse dm, sans dépendre 
de l'orientation des axes de dilatation au sein de la masse dm. Dès 
lors, selon ce qui a été vu au Chapitre J, § I, elle dépendra de T et des 
valeurs de J,, J,, J; en un point de la masse dm: 


(42) ® — O(T, J,, J, Js). 


Quant à la fonction W, elle ne peut pas dépendre des tempéra- 
tures T, T’ des éléments dm, dm’, mais elle peut dépendre : 

1° Des grandeurs o,, o, o, relatives à l’élément dm, et cela d’une 
manière symétrique, partant des valeurs J,, J,, J; relatives à un point 
de cet élément; 

2° Des grandeurs 5°, ¢,, s, relatives à l'élément dm’, partant des 

! ’ Ul Q ‘ Q ’ ’ 

valeurs J, J,, J, relatives à un point de cet élément; 

3° De la distance r d’un point de l'élément dm à un point de l’élé- 
ment dm’; 

4° De l'orientation mutuelle des axes de dilatation de l'élément dm 
et des axes de dilatation de l'élément dm’. 

Cette orientation est définie par les neuf cosinus dont on obtient les 


3 
3 
i 
1 
c 
À 
4 


—_ 2 à 


éd dé 6 ee à À 
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valeurs en prenant l'expression 
(BJN= XX; + TT; + Lbib;, 


et en y remplaçant de toutes les manières possibles l’indice z, d’une 
part, et l’indice 7’, d’autre part, par chacun des indices r, 2, 3; 

5° De l'orientation de la droite de jonction r des deux éléments par 
rapport aux axes de dilatation du premier élément; cette orientation 
est définie par les trois cosinus 


æ'— x, le Eyes 
ant) = X 2 ne Lay 

Xx pu & 
(32) = re me So, 
(7, 3)=" " ets eee) epee = %; 


6° De l'orientation de la droite de jonction r des deux éléments par 
rapport aux axes de dilatation du second élément; cette orientation 
est définie par les trois cosinus 


; æ— x. ye ms 
(y= a Sy + Lu 
x — x! al ie 
Cpe. ao i, 
3 —32!. 
(7 af , 31) =? _ 2 + D er os + ds + = Pigs 


En résumé, W peut dépendre des variables suivantes : 


| Ji, Ja, Js, Teed 25240 15 
(43) | Li, Dir Li Oi di 25, 
(æ'—x), (J'y) (s'—4)- 


Un cas très simple est celui où les actions mutuelles entre éléments 
du milieu sont newtoniennes; on a alors simplement 


(44) W=W r). 
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II. — Variation virtuelle du potentiel interne. 


, , 


Posons, en général, 


/ 

ee oh, ee al 
ba | j=) eee 

Mers ee dy» ate dys 


égalités qui, en vertu des égalités (34) et (42), deviendront, pour un 
milieu vitreux, 


Ts op on 08 
EN CPC OT ON OR PT RE 
0% on i », OP 
Neosat | Puig wie rt ur 
peor oo, ,, OP 
és = — ON, —Al(e, + es) Dy, — (heres Non 


(45 bis) 
0® om 
8i— 271 03, — (28:71 — 273) Oss 


o® o® 
§2— 272 al. — (2&2 V2 — y371) ae 


2 


0% 0% 
§3— 273 Os = (2€373 cd ¥172) Os, 


Ces six quantités e,, €,, es, 81, gas gs ont des valeurs déterminées, 
au point (x, y, s) et à l'instant ¢, lorsque l’on connait seulement les 
valeurs, en ce point et à cet instant, de la température T et des six 
quantités 

Ei, Ea, &3, Vis Yoo Yas 


Kn vertu des égalités (45), la variation virtuelle la plus générale 
de ® est 


0® |, 
(46) — OD = — SE OT + ey dey + en des + 3 des + $1 dpi + Sa dya + Ga OY a. 


La variation virtuelle la plus générale de W peut, en se rappelant 
ce que nous avons dit au Chapitre I au sujet des variations des va- 
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riables (43), se mettre sous la forme 


(47) SY—A+A+B+B+C+C. 

Les termes A, B, C sont les suivants : 

(48) A= 5, de + DT dy + as LES ES 
/=1,2, 
j ce oe cs rm, suey am 


Os 
OUST 006 DORE 00 
Rene ay a) 


(50) = di de: no 208. == 3 des + 41 0Y1 + X20Y2 a X%3 OY/3» 


Vis Var Vas Xa» Xo» Yo étant des quantités dont les valeurs dépendent 
des valeurs prises, à l'instant ¢, par €, n, ¢ et leurs neuf dérivées par 
rapport à x, y, s, en un point (x, y, z) de l’élément dm et des valeurs 
prises au même instant, par les mêmes quantités, en un point æ’,y, 3’ 
de l’élément dm’. 

Les termes A’, B’, C’ se tirent respectivement des termes A, B, C en 
intervertissant les rôles des deux éléments dm et dm’. 

On voit alors que l’on a 


Gri =— fan, 


€4=— le d» dm', 


Gu=— | Xe dm’, 


Ann. Ee, Norm., (3), XXI. — AYRiIL 1904. 


(en à ff wam'am=2 [ (A+B+C)dm'am. 
Posons 
X; =-{ = dm', Y; =) Ss Ime 1; = — = dm', 
oe oo dm, th = Sas, in Ny Se dn 
ee = — a dm’, ie Nu=— [5 dm', 
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Les dix-huit quantités ainsi définies ne dépendent pas seulement 
de l'élément dm. Leurs valeurs au point (a, y, s) et à l'instant ¢ dé- 
pendent de l’état du système tout entier à cet instant. 

Les égalités (48), (49), (50), (51), (52) donnent 


(53) Lo ff Wam'dm=— f (Xd + Yeon + 2188) dm 


-f{| (= ne. Lis + tite) SE 


Si Ga: T3 Ox 


+ (Se a Laide "2 LR) oe 


Ci C2 T3 dy 
if ee luke Leyes 
on So C3 Oz 
ey (A= be MX 5 M;::X3\ 00n 
Ti LE G3 dx 
+ (A+ + Muda) om 
Si O2 O3 à 2 
oe (me Ly, ans M,; Le ae M: L3 don 
on Oz C3 Oz 


Ti O2 O3 


NX | Nues m=) dE 


+ (52 bre Nid N:93 


Ji O2 C3 


+ (7S ge Naga Ne) SE | PE 


Ci O2 O3 


2 re s > > 
if (O47 06, + oi eg + C5; dEs + Gui dy + Goi O72 + Gi dys) dm. 


Les égalités (41), (46) et (53) font connaitre la variation subie par 
le potentiel interne ¥ en une modification virtuelle quelcon ad 
système. : à 

L'expression de cette variation est d’une extrême complication 

Elle se simplifie beaucoup lorsque les actions mutuelles des di ; 
éléments du système sont newtoniennes. ne 


3 
4 
à 
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Dans ce cas, en effet, si l’on pose 


= (Soe or aia: 
Ox 


dY(r) or 
= dr dy 


7 te nae et 


l'égalité (44) donne simplement 


(94) Y= 


dm', 


(55) eof f¥dm' ama — f (X18 + ion + 1,08) dm. 


III. — Travail des actions extérieures. 


Nous admettrons que le travail virtuel d&, des actions extérieures 
se compose de deux termes 


(56) dé, — dei, + de". 


Le premier est le travail de pressions appliquées en chaque point 
de la surface S qui limite le systeme dans son état actuel de défor- 


mation 
de! =f} (P,.dx +P, dy + Pz 8s) dS, 


(57) 
| = fe. dE + P, dn +P, 0t) dS. 


Le second provient d’actions exercées sur chacun des éléments de 
masse du milieu, actions analogues à celles que ces éléments exercent 


les uns sur les autres. L’expression de ce travail sera donc de la forme 


(58) dé — [CRE + Veda + 2,50) am 


LieX Lac, Lies 00 Je 
+ [TS Re eae = ne nee m 


+ f Cede + Ü9e dE2 =i 5008s =e Giedy AE Gaedy2 Su Gse073) dm. 
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Dans le cas où les actions extérieures sont newloniennes, ce terme 
se réduit à 


(59) der = f (Xe + Yen + 2.) dm. 


Les diverses égalités que nous venons d’écrire nous fournissent, 
pour toute modification isothermique virtuelle, l'expression de 


db, — oF 
Posons 
LL Lo (Lu + Lie) + =? (Lae + Lae) + 3 (Laz + Le), 
| p O1. oe 7s 
Lay eae Ret J. TJ 
5 Ly = ss (Ly; = L,;) =i eas (L3; + Lie) ate =. (L3; = Lye), 
I > re Ly L L Le L É 3 
: Le Fra i + Lie) + os (Lz; + Lee) + a (Las: + Lie), 
I aa oy ode eX 
: MN, = (My; -+ My.) + Bis (M: + Me) + = (M: + Mae), 
I =. Al s 
(Go) ¢ 2 Oey = St (Mae-t Me) + 9? (Mar Mae) + 22 (Mai + Mie), 
See % % 
= oh, = A (Mi + Mie) + _- (Mi + Me) + = (M3; + Ms), 
pe ae NON wes = 
o aes (Ni: + Nye) + Ga (Noi + Noe) + oa (N3; + Na), 
ie ECT 2 c 
5 By = Ft (Nu + Nic) + 2 (Nar + Nad) + D (Nas + Nu), 


= J6o. = x ; Lo : + 
3 ci (Ni: + Nie) ats 2 (Na: SUR Nee) ai = (Na: = Nye): 


Posons également 


OAT xmas ie À pd ge 
; c > 
Oy — Cy Hr Cart Cog, Cg — €, =|-"Us, | acy ET Csi + € 
t 3e) 


Co CT = © a a > 
J1 14 Gii + Grey Ga = La + Gai + Goes Ga = La + Gait Gin 
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puis 
sn (55) € a: Cake + se Le RACE oe dx 0x, dx dx 
0b Ge gigs St gs Gaec, 
in, = (MY e+ (Oo + (Ne a Xo. ad 27 Gy a2 
p da Bade) 6,0 62 bq 88 255 a5 Se 
1 oz \? GENE dz\?. Oz 0z 03 à 5 
—-N. = D EE (hs aoe Sf ie f La + ~ z 03 
a (52 ot (5 f+ (55) ONE ee da! 2 oa ob 
U, Oy ds: . Oy-ds, “Oy de dy 0z dy ds 
Se = © ae ZS e acs ARR OI CEN re 
p a da! ab db°** dc de + (3% de dc i) 9 
62 dy Os dy ds dy 03 dy d2\_. 
La) + (2 a da oc)? + \5a ab * Ob Je) a 
1m _ 03 Ov, ds 02, OZ Ox | OS Ox Ss Ox 
sly = De gat 96 98 C2 + Fa ge + (55 de nee 
03 dx 02 Ox 3 Ox FANS 
7 CE Je Oe) Ge (53 or a) a» 
I 0x dy Ox dy Ox dy de OVI) O20 
as ge ce hd er Cy. 
p * da da" 96 db * dc dc a+ (55 dc * de ale 
dx dy dx dy Ox dy Ox dy 
RO 07 0-07 
f (5 da da st) ja (53 06 * ab 4 Ga: 


En vertu des égalités (30), ces égalités (61) et (62) nous donneront 


[ (ei + Dir + Cie) des + (ex + C2; + Ege) de + (63 + C3: + Ege) des 
+ (Si + Gi + Gre) 071 + (La + Gri t+ Gee) da + (La + Gai+ (se) dys] dm 
PR [N.D, + N,D, + ND; + 2T,G, + 2T, G2 + DT Gs] as, 


(63) 


dw étant le volume de l’élément dm. 
Arrétons-nous un instant à cette égalité et aux égalités (61) et (62). 
Si les actions, tant intérieures qu’extérieures, sont newloniennes, 
les quantités € et G sont nulles; les grandeurs e,, e,, e,, 815 Bx» 83 
dépendent exclusivement de la température T au point æ, y, s et des 
valeurs de €,, €», €3, Yi» Ya Ys au même point; celles-ci s'expriment, 
selon les égalités (8), en fonctions des dérivées partielles de &, n, € 
par rapport à a, b, c, au point considéré; il en est de même, selon les 
égalités (2), de A | Nous pouvons donc énoncer la proposi- 
Ê na da’ db 
tion suivante : 


Si les actions, tant intérieures qu'extérieures, auxquelles sont soumis 
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les divers éléments du système, sont newtloniennes, les valeurs de N,, Ny, 
N,, Ta Ts Tz, en chaque point et à chaque instant, s'expriment par les 
équations (62) en fonctions des valeurs de | 


ty 
dé OF vee 
da’ db dc 
on, On, on 
da” Obs “de 
ae dE, a 
da’ db dc’ 


au même point et au même instant. 


Cette proposition n'est plus vraie lorsque les actions extérieures ou in- 
térieures ne sont plus newtoniennes, car les quantités € et G dépendent 
alors non seulement de la déformation au voisinage du point consi- 
déré, mais encore de l’état de tout le système et des corps exté- 
rieurs à l'instant ¢. 

Dans ce cas général, les équations (41), (46), (53), (57), (58), 
(60), (61), (62) et (24) permettent d’écrire 


(64) dE, df= [Bede +, én +P) 48 


+ fie X.) dE + (Ys Ye) 8n + (Z:+ Ze) Ot] dm 


; PL: pit gar 
PAGE er cao 
0x 


Ô 
00g 0€ es =) ne 


Ox 


Detchvad dienate 
+f [Ne SEEN, St tery 


don 00" mp (906 dd d0— adn 
+Te( 5 + ay) + Te Ge + Ge) +t (SE + oa) | ds. 


m1 


+ Iby 


(65) 


4 
| 
3 
r 
A. 
4 


Posons . 
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My + I, 


et l’égalité (64) pourra s’écrire 


HE, 

2 ae Ray 
A ee, 

2 tier 
Me — ky _ 


(66) dC, 0; = [Pea + Py dn + P58) a8 


+ [Ker Koy Hen Ve Vy ode (7) 7) ec dm 


+ [a + Lx) UN, MF 


+ (Ta +) ( 


+ fle (ay 


aon 


d 


= 


“a 


aan 
03 


) + 


dat 
oy 


a, ( 


dùn 


+ (T; + 6: (FF 


ack det 


03 


+ ne 


72 


hs 


en) ae 


FRS 
Ox 


CS 
ds 
ae) 


227 


2%) 


ae 


Au dernier terme du second membre de cette égalité, la quantité 


sous le signe f, qui peut s’écrire 


(Ryo, + Ryo, + Nz03) dw, 


a pris la forme du travail virtuel d'un couple élémentaire. Ce couple est 
nul lorsque les actions sont newtoniennes. 

Moyennant des intégrations par parties et en désignant par a, 6, Y 
les cosinus directeurs de la normale à l’élément dS menée vers l’inté- 


128 P. DUHEM. 


rieur du milieu étudié, on peut remplacer l'égalité (66) par 


(67) dG,— dF = fi [Pz —(Nz+2)% — (Ts + &,)6B —(Ty + 6,)y 
| — (yy — HzB)] 8 
‘7 +[P,—(T; + 6,)a— (Ny+oMy,)6 — (Tz + Gz)y 
— (Aza —Rz)y] On 
+[P —(T, +6,)a— (Tr + €z)B — (Nz + Iz) 
— (RKzB—Rya)] df | dS 


+f} [ocx +x.) te _ AD + Gs) | a(Ty + &,) 


dx dx 03 


O(T;: +6.) O(N,+N,) d(T,;+E,) 
+ [ave ES LE ET daa 


(Oi; ~ ORNS 

+ TE) |e 
O(Ty +€,) _O(T2+ Ez)  O(N:+9;) 
[ec Fe Z.) ca HT eu LÉO EU ee ae 


OR, OR, 
(5 — ) era. 


La première intégrale s’étend à tous les éléments de la surface qui 
* limite le milieu, la seconde à tous les éléments de volume du milieu. 


IV. — Equations d'équilibre d'un milieu vitreux. 


Les résultats déjà obtenus nous permettent d'écrire les conditions 
d'équilibre d’un milieu vitreux. Ces conditions s’obtiennent, en effet, 
en écrivant que l’ona 

dé, — dr =0, 


quelle que soit la modification virtuelle imposée au système, partant 
quelles que soient, en chaque point, les valeurs de 6, on, À. Nous 


NY 


wn ls à ON ae 
ï 


Les à ya wer 


PE ae, NOE AE Pee te nie 


= ae Nill SONS D EC A CR 


Lt 
ae 
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devons donc avoir, en tout point du milieu vitreux, 


BONE): AU 4.62). (Tr +6) | Ay OR; 


Ox dy = Os SON nn eer 
ACT: +6)  d(N,+ON,) d(T,+6) OR; OR 
68 Si ES A y y x x CEN Oe 
( ) dx <i oy on Oz Ox Os =D; 47) 2); 
O(Tp +S) O(T,+6z) O(N, 5t.) dr OR, 
ema arp dy da PK) 


et, en tout point de la surface qui limite le milieu, 


(Net £a)¢+(T:+ €.)6 + (Ty + Gr) + 87-28 = Per 
(69) 4 (T; + E)a+(N,+M,)B + (Te + Gr) 7 + Ra — Rey =Py, 
(Ty + 6,)a+(Tz+ Gr)B +(N; + 9b;)y + Ro — Rya = P.. 


Ces équations, excessivement compliquées, se simplifient beaucoup 
lorsque les actions, tant intérieures qu’extérienres, sont newtoniennes ; 
dans ce cas, ona 


2 — We ay ‘rag = 
Ce  =S0F JC, =0, Jb; — 0, 
(CO C,2= 0, Ge =O), 
Re =O), y == 0, Es KO) 


et les équations (68) et (69) prennent la forme classique 


lONe , OT: , Oty 
NET at at 
Ol ONG OF et 
(70) Ox 4 dy a Os Pire), 
DAS OEM Ne yh i, 
A == oy ae oF = p(Z; + Z), 


= p(X, Xe), 


Nat BE Ty y= P,, 
(71) La +N,6+Tsy=P,, 
D TES NP. 


Dans ces égalités figurent les six quantités 


NS; Ny; Ne 
Le vy ite 
Ann. Éc. Norm,, (3), XXL — Avr 1904. 17 


D. À 
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qui se tirent des équations (62) en y remplaçant respectivement 


i e c > 
Us Vas Las» Gi, Go, G's 


ra 


par 
€1, Cry Css Sir Sas Fs 
Les conditions d'équilibre que l'on obtient ainsi sont équivalentes 
à celles qu'a données M. Boussinesq ('). 


V. — Equations du mouvement d'un milieu vitreux (?). 


Pour parvenir à la mise en équations du mouvement d'un milieu 
vitreux, il nous reste encore à former le travail virtuel des forces 
d'inertie et le travail virtuel de la viscosite. 

Le premier de ces deux travaux, immédiatement connu, a pour 
expression 


Le travail des actions de viscosité est d’une forme beaucoup plus 
compliquée. 

Dans le temps dé, un élément de masse du système éprouve une 
déformation infiniment petite que l’on peut définir, en la rappor- 
tant aux axes Ow, Oy, Os, par les six quantités 


D, 7, dt, D ÆD, dt, Ds D’, dt, 
Gi Grid GG de Gear. 


Au lieu de rapporter cette déformation à des axes arbitrairement 
choisis, on peut la rapporter aux seuls axes privilégiés que l’on recon- 


(1) J. Boussineso, Theorie des ondes liquides périodiques, Note Ul (Mémoires pré- 
sentés par divers savants à l'Institut de France, 1. XX). — Cf. E. et F. Cosserat, Sur la 
Théorie de l’Élasticité (premier Mémoire, n° 17). 

(7) P. Dune, Sur La viscosité en un milieu vitreux (Comptes rendus, t. CXXXVI, 2 fé- 
vrier 1903, p. 281). — Sur les équations du mouvement et la relation supplémentaire au 
sein d’un milieu vitreux (1bid., 9 février 1903, p: 343): 


4 
* 
1 


4 


Lidl das dt de ne He ee ee 
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naisse à l'instant z, au sein de l'élément considéré, savoir aux axes de 
dilatation de cet élément; cette déformation sera alors définie par les 
six quantités infiniment petites 


BRAUN GA TE NT UE Led, l'a, 


A’, A), 4,0), Ty, Py étant ce que deviennent les quantités A,, A,, Ay, 
V,, T,, l, lorsque, dans ces égalités (33), on remplace D,, Ds, D,, 
G,, G,, G, par D', Dj, Di, G, G, G). Cela revient à dire que l’on a 


Gay | A= Di Ni + DTT + Di Si + 26,518, + 26, 4,%, + 26,25, 


Sip sonal nr) els ete ele 6) os elele eee lo dates lelole so Re eee, 01 9 + 6 + = 0 à 6 9 1% ++ + + + er 61e 


La fonction dissipative $ do, relative au volume élémentaire du, 
devra être une fonction de la température T; de l’état de la masse élé- 
mentaire à l’instant 4, c’est-à-dire des valeurs prises à cet instant, en 
Wepointdel clement da, par o,, o.,c.enfin, de A ; A°,.A 1,7, 
l,; elle doit être une forme quadratique définie positive de ces six 
dernières variables. Des considérations de symétrie évidentes per- 


mettent d'écrire 


(74) $#— A(G1, Ta Ca) AP + Alaa, 05» 1) A “+ a(cs, T1 92) AZ 
+ 20 (0,0, 3) A, Ay +20 (02, 03, o1) À, A + 2 b(os, a1, 2) A, AY 
Co, de, cle Clds,¢,,0,)02 + Co, 1, c:)T 
+ 2d(a1, Go 03) 1,0, + 2d(02, 03, 01), + 2d(os, 1, 2) ET, 
+2 (is 02 03) AE +2 (0, Ga 7) ALT, + 2, (03 71, 02) A, 1, 
+ 2[m(a1, Do 03), + m(o, cs, 02) 1, ] A, 

+ 2[m (a2, 93,01) T, +m(o, 01,93) P,] A, 
+ 2[m(os, 01, 02) + m(a3, a2, 01), | A. 


Les mêmes considérations de symétrie montrent que l’on a, quels 
que soient 5, 5’, 5”, 
GOs D EN Ta Ys, 
bo rat at) (oc, 0", a"), 
(75) Clana, o ae (a, Go.) 
done )==d(o; cc )s 


Uf (axe, a )a=ef (oo, GANT 


Enfin, les fonctions a, b, c, d, f, m dépendent de la température T. 
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Si le milieu, au lieu d’être vitreux, était cristallisé, la fonction dissi- 
pative § devrait étre encore une | forme quadratique définie positive de 


# # 14 
Fea olin. rea bd pc 


sculement cette forme ne serait plus nécessairement donnée par la. 
formule (74); les coefficients de cette forme pourraient dépendre non 
seulement de T et de o,, 5, 53, mais encore de l'orientation des 
axes 1, 2, 3 par rapport à la matière de l'élément do. 

Imposons au système une modification virtuelle quelconque 2, ôn, 
à; à cette modification correspondront, en chaque point, trois dilata- 
tions virtuelles D,, D,, D, et trois glissements virtuels G,, G,, G, 
donnés par les égalités (24), partant, six quantités A,, A,, A;, T,, 
T,, l, données par les égalités (33). Le travail virtuel de la viscosité 


sera 
as as og 
76 oy RE Sr dit = À: 
(76) dey=— [( Hdi Ser Bat Sars 
06 os ag 
Fie eens I; ) de. 
Posons 


CL Sitio Of e ees rie £ F 
en (See Mt EEE 2 SE Na de a Spe NaN + 2 pe aN), 


04, 04, On’ or, or 
Vy (sr 2 + sar + Jar! Ey 79 +250 05 +23). 
Tx = — | sar 1%1+ Jar 581+ ST Sets 
(77) bo BD, + Taba) <a (BD + Toby) +928 (HiT + Hb )| 
, or, ii © a 
ty = — EE Lo No + sar LX 
piace (Ney Sy + By.) + 2 oe 6 dog +) |, 


CLR of 
+2 Sfp (Test MT) +2 TE (Tt Si) +05 Tet 3 |. 


RECHERCHES SUR L'ÉLASTICITÉ. 139 

4 Selon les égalités (33), l'égalité (76) pourra s’écrire 
1 (78) =de,—= f (22D,+ yD. + ¥,D3 + 2720+ 27, G+ 27:0;) do 
: Sif y G5, Don y 20€ 
= * Ox yay pue 
_ ddn 00f dd 00k O dE don 

+7 : (= +) +2,( + 
| «( ine 1 ete cla 0x ) |e. 


St les quantités v,, Vy, Vz, Ts Ty, Tz, Admetient, par rapport a x, y, =, 
des dérivées partielles qui soient finies, l'égalité (78) peut se transformer 


| en 

3 (79) dE f[ (ae +228 + ry7) a 
+ (Ta + v8 + ty) On 

4 + (ty @% + tah + zy) 08] dS 


) 

) 

) 
RD CN Te 
| oh} (ox + Oy * t) a 


3 2 eee ata ee 
ime On. Os jo 


Les formules (76) à (79) sont vraies également pour les milieux 
vitreux et pour les milieux cristallisés. 
| Les équations du mouvement du système s’obtiennent en écrivant 
; que l’on a, pour toute modification virtuelle imposée au systeme, 


650) dé, — dF + de; + d&,=0. 


Cette égalité devant avoir lieu quels que soient 06, oy, À, on doit 
: avoir, selon les égalités (67), (72) et (79) : 
; 1° En tout point de la surface qui limite le milieu 


(Ne-+ Lat %e)*+(T. +6, ET) +(T,+6, +7ty)y + Ayy —AzB = Po, 
(81) ( (T; +6; +t, )a-+(N,+ Oly, + v,)6 + (Tz +6, +tz)y + Ra —R;y —=P,, 
(Ty +6, + ty)¢+ (Ti+ Cr + tr) 8B +(N-+ 96;+7:)7 + Rob —Rya =P; 
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2° En tout point du milieu 


O(Net+L£ xt ve) . O(Trz+G:+ T2) O(T,+Cy+ty) , AR, OR: 
Ox Ke dy 2 03 % 0: oy 


pee ee ort 
Spore) 


0(T;+ 6;+T;) mi O(Ny+ dy + vy) a O(Tz+ €,+ Tx) a OR; << OR x 


M Ox dy 05 dx F 
(82) an 
=p (v+ Y,— on) 
0(Ty+6,-+ Ty) ie 0(Tz+ Cr+ Tr) cs d(N: + 90: + v;) + Rx OR, 
Ox oy Os oy Ox 
= art 
= (Zit 2.— oF) 
VI. — Quantité de chaleur dégagée par un élément du milieu ('). 


Considérons un élément de masse dm = edu. Son entropie Sdm 
est donnée par l'égalité 


t Es = &. 


D’autre part, les viscosités intrinseques de cet élément effectuent, en 
une modification réelle ou virtuelle, un travail qui a pour valeur 


dzy= (YeDi+ vy D2 + ¥; D3 + 272 Gy + 27; G:+ 27;G,) dw. 


Dès lors, en une modification réelle ou virtuelle quelconque, cet 
élément dégage une quantité de chaleur dQ qui a pour valeur [Re- 
cherches sur l'Hydrodynamique. Première Partie, égalité (80)] 


vi mn OD I 
(83) EdQ= [1 Ge (ve D1 + vy D. + vzD3+ otre Gi + 27, G:+ 22:04) | dm. 


p 


(1) P. Dunem, Sur les équations du mouvement et la relation supplémentaire au sein 
d'un milieu vitreux (Comptes rendus, t. CXXXYI, p. 343; 9 février 1903) 


TRCN dés a nes t 
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Posons 
Teor 
84 Le 2 ee 
ae att D 
puis 
eee 0 2 eo __T d'® 
(85) | : E de, oT’ Ey gene se Tae Tr Or ie 
ets eS D Te. 
D oo el ER oyor 
ou bien, en vertu des égalités (34) et (42), 
ane Rs à od > oo 
o=—E|soT oT + (e+ 8s) OT on mr x 
PT ao ; ,, 0°® 
Cie pe a, ) RO ol se grat | 
weet ard 5 d® | 
Fo E (> PE ea) gr + Ua 72) or | 
(85 bis) 
T on 
“= pla ae GES Ter di 
on oo d°® 
5 1 ay oT on ea eee 
| T ao ao 
ee Eph gran Cesar oT | 
nous aurons, en vertu des égalités (34), (42) et (83), 
(86) dQ=—(coT + e, de, + e, de, + 3 des + Sa O71 + 82 072 + 83 073) am 
= 5g Cedi + ry Di+ VD: + 27,G,+ 27, Gy + 27343) dm. 
Posons 
/ dx\? on? 0x \? dx Ox dx on dx ox 
a. = (5e) eC, (55) 2 + (5) CS ahd Qi D, Rae dn 96 8 
RON ey \? Drea em, 2) OF OY OY 
(87) ay = (2) Ta es ae ee CR Po dc da’ da 06°” 
{03 \* oz \? Came e025 05 as Oz 905, 
Slee a+ (55) e+ (55 eb de = de a | 7 Oa ab © 
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Oy Os dy 0: dy oz 
2= Ga da 0b db * dc de 
Oy 03. Oy 03) SPORE RACE (LS or a) 8 

à (3 Je * de 06) | Ge Oa” da de) 0 ae PO 
OO Os 07 03 Ox 
(87) | = aa aa®'* 96 0b Oe de 
(suite) (5 On Oz ) 05 dx 03 OF 


| b C3 


€3 


i ($e + eS) et (UE Se + 99 9e) En 
. *02 OY 0x dy - Ox dy 4 
jan © | Gb Oe. 2Obs Oe ee 
0æ.dy. dx 0 4 € OL OY 0% ge) 
|  ~\00 dc * de 06 ( 


3 Os Ox | 03 Ox 
db dc dc db 


b 


dc da =, da dc 


Ce TN ES Es 83° 


da Ob | db da 


(9 fo) 


O1 


& Oy Ox oY) im 


En vertu des égalités (30), l'égalité (86) deviendra 


F f ah Ver vy Ys 
(88) dQ =— Le ÔT + (a+ Fe) D, + (as + ii) D, + (a. oe 7) D, 


- . -.. 2 Te < 
2(1 = )G,+2(b,+ —)G,+2(b:+ —)G,| dm. 
+a(be+ $e Bao as eg el Es) & 
Toutes ces formules sont aussi vraies pour les milieux cristallisés 
que pour les milieux vitreux. 


VII. — Formation de la relation supplémentaire. 


Il nous suffira de trouver une autre expression de la quantité dQ 
pour obtenir, par le rapprochement de ces deux expressions, la rela- 
tion supplémentaire. 

Admettons que la propagation de la chaleur ait lieu exclusivement 
par conductibilité. 

La conductibilité du milieu en chaque point peut être définie par 
les trois coefficients de conductibilité suivant les directions des trois 
axes de dilatation, directions que nous désignerons par les indices 1, 
2, 3; visiblement, ces coefficients peuvent être représentés par 


K(T, Tis Tx, Ts) K(T, Fay 3, C1 )s K(T, Ts Ti, Ca)s 
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la fonction K(T, 5, 5’, o”) vérifiant, quels que soient T, 5, o’, 0”, 
ox Li 2 
l'égalité 

Ne de. 9 eK. (T, c,:¢7, c'); 


Nous les représenterons abréviativement par 
K,,- K:, K;. 


Nous y gagnerons d’ailleurs en généralité, car nos formules devien- 
dront également applicables aux milieux cristallisés; K,, K,, K, dé- 
pendront, dans ce cas, non seulement de T, de 6,, 6,,5,, mais encore 
de l’orientation des axes 1, 2, 3 au sein de la matière cristalline. 

Soit dX un élément dont la demi-normale 7 fait, avec les axes de 
dilatation, des angles ayant pour cosinus cos(n, 1), cos(n, 2), 
cos(n, 3). Dans le temps dt, et dans le sens opposé à la normale n, 
l'élément dE est traversé par une quantité de chaleur 


ri 


(89)  qdidt= [Ki 5; cos(n, nee ce 


cos(n, 2) + K, 5 cos (n, 3)| dX dt, 


01 02 
= = = étant les dérivées de la température prises respectivement 
suivant les directions 1, 2, 3. 
Or ona. 
; OO cen Olen rol 
Jane oy! Diop 
DTA OT Ol. OT 
— a7 e m9 — À, CS 
d2 dx Mai dy” 2 Oe 


oT ‘Olas Olen Ole. 
a Oye er 


Si l’on pose 


cos(n, T)= «€, COs (7, ML 2; COS( 2; 2) y 
on à 
cos(m, 1) =aX4,+ 651+ ye, 
cos(n, 2) = aXe+ PI2+ yh), 
cos(n, 3) = axX3-+ BY3+ yk. 


Ann. Ee, Norm., (3), XXI. — Ava 1904. 18 
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Soient, pour abréger, 


K,= Ky} +K,X%2 +K;%3, 
K,=K, 3} + K:7° + K;:7?, 
K,=K,%? +K,2%2 +K;%}3, 
(99) Cr = Ky 31%, + Kobe + Ky 3%, 
Cy = Ky, 2, Xi + Ky 2X2 + Ky yy, - 
Cz = Ky, + Ke Xa Vo + Ky eg Jy. 
L’égalité (89) deviendra 
oT oT oT 
oT oT . s)e 


Se (a az ea Hd ge 


DT OW. dle ye 
+ (655 + O25 +K.5=)7| 2 dt. 


Considérons une surface fermée £; dans le temps dt, la partie du 
milieu que limite cette surface fermée dégage une quantité de chaleur 


(92) Qdt=dt [ gad, 


e 


q étant donné par la formule (91), où a, 6, y sont les cosinus direc- 
teurs de la normale à l'élément dE vers l’intérieur de la surface =. 

Il suffit de transformer, en l'égalité (92), l'intégrale de surface en 
une intégrale étendue au volume que circonscrit cette surface, pour 
obtenir le résultat suivant : 

Chaque élément de masse dm = p dw dégage, dans le temps dé, une 
quantité de chaleur 


: ) oT oT oT 
3 iQ=— + Re Sir 
(99) rh p | dx (K. 0x | Ce oy as Oz ) 
Onn OL ro: OL 
T Oy (c. qo Le FA D az) 


LE] 


JET QT or 
peas (c, A) + C “AR + K =) | dm dt. 


MC dd 
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D'autre part, cette même quantité de chaleur doit être donnée par 
l'égalité (88), si l’on y pose 


_ (OT 0 oT on dT dt oT 
a= (TF oy det os ont ge) dE 


Stee à— D, dt, - D;—D/ de, 
G,=G’', dt, G2= G, dt, GC ai. 


On doit done avoir 


, OT dË ee oT on = oT Us 7) 
p dx Ot dy ot Os ot 


dt 
pe iD ee pao D4 lea |D 
+ Pax E 1 Pay E 2 Pas E 3 


ey G 
Ve Op i Ls dy à TE 


= Q (c. 5 ee + C <=) 
( 


0 (x OT OT OT ) 


07 * dy * ds 
A, T erie JT 
Ge 29, )=% 


C’est la relation supplémentaire que nous nous proposions d'établir. 


wee ee 


, ‘a n u i lt 
ro EC 


pet al st HOT ‘ 
* a 


@ se 


7 
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Lane 
» ‘J : FR 
EN 
~ 7e SEAT J 
a 
. ~ Er Le | 
Hors ou 
a, = 
a : ; Li ; _ a Fr 
ee FR 
= ’ M 
FRITES 
4 
= 
+ hs 
A Le 
À ETES x : cé l cae ad PAS 
; a2 ie 3 age : | 
7 ee | N \ SAR Ed 3 7 nets) as * h 
> aus PRET ep ee ea welt Ce 2 
= . < Us æ re 
D D Éd: 
x à 
= 
FA É PASSE 
nt 
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he 
te 
7 
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SUR 


CERTAINS DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES 


DÉDUITS DE LA MÉTHODE DE CAUCHY 


DANS LA 


THÉORIE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES, 


Pan M. Emme PICARD. 


Je publie ici une leçon que je viens de faire dans mon cours sur une 
propriété (‘) intéressante de la méthode, souvent désignée sous le 
nom de Cauchy-Lipschitz, faisant connaître l’existence des intégrales 
des équations différentielles ordinaires. Pour ce qui est de la partic 
classique de cette méthode et pour les notations employées, je prie le 
lecteur de se reporter au Tome II de mon Traité d'Analyse, et je me 
borne, pour simplifier, au cas d’une seule équation. 


1. Avant d'arriver à la propriété que j’ai en vue, je ferai une 
remarque, presque immédiate, relative à la continuité de l'intégrale. 


Envisageons l'intégrale de l'équation 


D f(x, y) . (f satisfaisant aux conditions de Lipschitz), 
TL 


(1) Pai indiqué cette propriété dans une Note Sur les développements en séries des inte- 
grales des équations différentielles par la méthode de Cauchy (Comptes rendus, 5 juin 1899). 
M. Painlevé avait, de son côté, fait la même remarque, comme on peut le voir dans les 
Comptes rendus (19 juin 1899). 
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prenant pour 2 = +, la valeur yy. Si l'on prend comme valeur initiale 
une valeur y, très voisine de y,, on aura une intégrale très voisine de 
la précédente. La chose est à peu près évidente; pour le démontrer, 
cherchons d’abord la différence des valeurs obtenues, quand on a par- 
tagé, comme dans la démonstration de Cauchy, l'intervalle (x,, x) 
par les points de subdivision 


Los is Las vs La-ty & (x > 2), 


en prenant successivement pour valeurs initiales y, et y,- 
On a les deux systémes successifs d’équations 


M— Yo =(4%1— Lo) Sf (Lo Yo) 
ao = (La ti) f (21 Yi)» 


Ve Jai (æ vers Ln1) f (Æn—1 Yn—i)s 


avec 
Yo =(4%1— 2) S (Lo Yo) 
Ye =) fa Yih 
Srey, DE PER A A A cae nas 
ae Vu =(E — Ln=1) f (Ln—1 ee ). 
On a donc 


Y—Y = Jan Jante — Laan) Cf (rats Ya) (Bat Ya] 
et par suite 
RE ya — Kans MERE — Fa] 
On ade même 
Ya d'a | <1 Pres Vos [Ut EC — ena), 


et ainsi de suite. En multipliant ces diverses inégalités membre à 
membre, on a 
; | y — 2 | = | Vo— Yo | Eh xX), 


ae were ee 
Soient d'autre part Y et Y’ les deux intégrales de l'équation prenant 

respectivement pour « = x, les valeurs y, et y,. D’après la théorie 

classique de Cauchy, et À ayant la signification de mon Traité, on a 


- 


2A 
ee (eke) — 7) 
4 


ieee 


\ 
\ 
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et 
y pie 2A (etn), 
On a donc 


Ad 


RSA ten 


(ere) =f ye 


Or À est aussi petit que l’on veut, si la subdivision a été poussée suffi- 
samment loin. 

Donc, si|v,— y; | est pris suffisamment petit, on voit que | Y — Y’| 
sera aussi petit que l’on voudra, ce qui établit le continuité annoncée 
des deux intégrales Y et Y’ correspondant aux valeurs initiales y, 
et y,- 


2. Nous sommes maintenant en mesure d’indiquer la propriété 
annoncée de la méthode de Cauchy. Quoiqu’elle paraisse presque évi- 
dente en elle-méme, elle présente un certain intérét, surtout quand on 
la rapproche de quelques travaux récents sur les développements en 
séries de certaines fonctions. Soit toujours l’équation 


= f(æ, y); 
et considérons l'intégrale Y prenant pour 2 = x, la valeury,. Suppo- 
sons que, æ croissant à partir de æ,, Y soit continue tant que x ne 
dépasse pas x, +A, et que, de plus, pour chacune des valeurs (2, Y) 
correspondant à notre intégrale, la fonction f ne cesse, pour un petit 
domaine autour de (x, Y), de remplir les conditions de Lipschitz. Dans 
cette hypothèse, prenons un point x entre x, et x, + À et partageons 
l'intervalle de a,x par les points æ,, x, ..., æ,_,, de manière à avoir 


la suite 
Los Lis Los sy Ænys Te 


Soit d’une manière générale Y; la valeur de notre intégrale pour 
x = x;; on peut, d’après nos hypothèses, prendre les intervalles assez 
petits pour que dans chacun des intervalles 


Lis Titi 
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la méthode de Cauchy soit applicable et que, par suite, l’intégrale de 
l'équation prenant la valeur Y; pour æ = x; puisse être donnée par 
cette méthode. Ces conditions remplies, les intervalles précédents 
vont rester fixes. 

Imaginons alors que l’on fractionne chacun des intervalles précé- 
dents; l'intervalle (x,æ) sera alors partagé par des subdivisions com- 
prenant les a; et d’autres points de subdivision, et soit désigné par x 
ce mode de subdivision. Pour cette subdivision, formons directement 
les équations aux différences, dont l’emploi caractérise la méthode de 
Cauchy, et cela depuis æ, jusqu'à a. On se rend compte aisément que 
les valeurs des y auxquelles conduiront les différences successives 
resteront dans le champ où f(a, y) est définie, st la subdivision x’ a 
tous ses intervalles assez petits. En effet, tout d’abord en æ,, on trouve 
une valeur Y' très peu différente de Y,; ensuite, quand on arrive 
en æ,, on trouve une valeur très peu différente de l'intégrale de l’équa- 
tion qui prend en x, la valeur Y’, et, par suite, très peu différente 
(d’après le paragraphe précédent) de l’intégrale qui prend en 2, la 
valeur Y,, c’est-à-dire de Y,. On peut aller ainsi de proche en proche 
(n étant fini), et finalement, quand on arrive en a, la valeur donnée 
au moyen des équations successives aux différences, diffère très peu 
de la valeur Y de notre intégrale, cela, bien entendu, sous la condition 
que tous les intervalles correspondant aux 2’ soient suffisamment 
petits. Ecrivons la subdivision 


ye CRE PER MR à PT 
il résulte de ce qui précède que les équations successives 


Vire =H (8, — 40) SF (to Yo) 
Yo coe = (2, — 2) f (24,74), 
asks eee ee ares Es se ann ater 


Ye i pe (Ee Bh) F (Bn, Va) 


donnent pour y’ une valeur très peu différente de Y. La méthode de 
Cauchy est donc valable dans tout l'intervalle x,æ, où l intégrale est con- 
tinue, avec la condition imposée en plus ci-dessus à (D, y). Elle donne 
dans cet intervalle une valeur approchée de l'intégrale, et il est clair 


SUR CERTAINS DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES, ETC. 145 


que |y’— Y| est inférieur à tel nombre que l’on voudra, si chacun 
des intervalles x’ est assez petit, cela d’ailleurs quel que soit a dans 
l'intervalle (x,, 2, +h’), où A’ est inférieur au nombre 4 dont il a été 
parlé plus haut. 

Supposons, par exemple, que l’intervalle (æ,, æ) ait été partagé 
en 7 parties égales. Pour x assez grand, les équations aux diffé- 
rences conduisent à une expression 


P,(x), 


et l'on peut prendre 7 assez grand pour que dans tout l’inter- 
valle (a, x, + A’) on ait 


| ¥— P,(z)|<e, 


€ étant une quantité donnée à l’avance, aussi petite que l’on voudra. 
Arrivé à ce point, nous pouvons, si nous voulons, représenter notre 
intégrale Y par une série. Reprenons en effet l’expression P,,(a), et 
donnons à », une valeur fixe suffisamment grande. 
Posons alors 


ADEME Teka Paice) — P,(&), 2 Invi t) Pit) — P,(x). 


La série 
Par) fat) Last af) +... 


est uniformément convergente dans l'intervalle (x,, 2,+’). En 
effet la somme de ses 2 — n, +1 premiers termes est égale à P,(æ), 
et, par suite, pour 22, cette somme différera de Y de moins 


de €. 


3. Les résultats précédents s'appliquent manifestement au cas 
d’un système d’équations 
dyi _ 


Ae = Er Jo a eh Cu, 2, 09 Ph 


Ja fonction F; satisfaisant aux conditions de Lipschitz. 
Ann Éc.Norm., (3), XXI. — AvRIL 1904. 19 
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4. Arrétons-nous un moment sur un cas particulier. Soient les p 
équations simultanées du premier ordre 


(1) ee Se nn, Lo (é= 1, 2, et à À? 
où les X sont des polynomes en x, et considérons les intégrales pre- 
nant pour { =o les valeurs a, x}, ..., æ,. 

Les conditions de Lipschitz sont évidemment vérifiées ici, tant que 
les valeurs absolues des x restent moindres qu’un nombre fixe. D’ail- 
leurs, les équations aux différences de la méthode de Cauchy donne- 
ront de proche en proche, si nous partageons l'intervalle 


(0, ¢), 


en n parties égales des polynomes en t. Donc les x pourront étre repre- 
sentées par des séries dont les termes seront des polynomes en t. Ces déve- 
loppements seront convergents tant que les intégrales 2 correspon- : 
dant aux conditions initiales a}, æ,, ..., 2) (pourt=o) seront des 
fonctions continues de t. On peut ajouter que les termes de ces séries 
sont aussi des polynomes en x, x), ..., 2). 

Le résultat précédent est intéressant, mais, malheureusement, il 
n’a, en général, qu'un intérêt théorique, car il semble bien difficile 
de déduire de ces développements quelques renseignements sur le 
champ de la variable z, où les intégrales restent continues. Dans cer- 
tains cas particuliers, cependant, on peut tirer parti trés utilement 
des remarques précédentes; nous allons en donner quelques exemples 


simples. 


5. Supposons que, pour les équations de la forme (1), quelque 
considération soit susceptible d’apprendre que les |x| restent tou- 
jours inférieurs à un nombre fixe. Sous cette condition, les intégrales 
considérées se trouvent définies autour de toute valeur de ¢ dans un 
champ fixe, et l'on a alors des développements en séries de polynomes 
valables pour toute valeur de t. 

Un exemple intéressant de la circonstance précédente sera fourni 
par les équations du mouvement d’un corps solide pesant: mobile 
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autour de l'origine O. Les équations classiques de ce problème HE 
s'écrire ll 


d as 

AT =(B—C)gr +Mg(yoy'— sy) À = ry —qy, 
d dy! 

(2) BST —(C— A)rp +Mg(57 —%o7'), Te =py"—ry, 
dr dy" 

CT = (A —B)p9 + Mg(moy'—yoy), Th =ay —p7, 


où p, 7, r désignent les composantes de la rotation instantanée sur les 
axes d'inertie ch point O, et y, y’, y” les cosinus directeurs de ces 
axes avec la verticale; A, B, C sont 1és moments d’inertie, (x), y,, 35) 
représentent les coordonnées du centre de gravité par rapport aux 
axes d'inertie et Mg est le poids du corps. Nous avons là sé équations 
différentielles du premier ordre en p, g, r, y, y’, y’. On a d’abord l’in- 
tégrale première 
np =" Const. 


Dans le problème qui nous occupe, la constante doit être prise 
égale à un; écrivons donc 


y+ yt Wie 
Une seconde intégrale première est fournie par le théorème des 
forces vives et s'écrit 


Ap?+ Bq°+ Cr IM (roy Joy + 207) =f, 


A étant une constante arbitraire. Des deux équations précédentes, il 
résulte de suite que, pour des conditions initiales données (évidem- 
ment réelles), les valeurs absolues 
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restent moindres qu’un nombre fixe. Nous pouvons done appliquer ce 
qui vient d’être dit, et nous arrivons à la conclusion que, pour le sys- 
tème (2), on peut développer p, q, 7, y, Y' et y” en séries de polynomes 
convergentes pour toute valeur de temps 1. 
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6. Un exemple plus général sera fourni par un type d'équations 
dont M. Volterra (') a montré l'intérêt dans certains problèmes de 


Dynamique. Ce sont les équations 


Fon kK 


dps 
Se => > AN: Pr Pk  (S=1: 2%... M)s 


Pkt 
ou les constantes a satisfont aux conditions 
a, =— ai,» 
On a alors l’intégrale première 
P?+pi+...+pi= const. 


Il en résulte que les p restent moindres qu’un nombre fixe. Par 
suite, on aura encore des développements des intégrales en séries de poly- 
nomes, valables pour toute valeur du temps. 


7. Dans les exemples des deux paragraphes précédents, les seconds 
membres étaient des polynomes. Notre remarque générale peut 
s'appliquer encore dans d’autres cas. Soient, plus généralement, 
les équations 


dx; : 
Te = is 229 +++) Xp) (ER DL 


les F étant des fonctions définies pour toutes valeurs des x. Supposons 
que l’on ait pu démontrer que, pour un système d’intégrales déterminé 
par certaines conditions initiales, les valeurs absolues des F restent 
toujours moindres qu'un nombre fixe, quand à la place des x on 
met les fonctions de ¢ correspondant à ce système. Admettons de plus 
que 


(1) VorrerRA, Sopra una classe di equationi dinamiche ( Atti della R. Academia di 
Torino, 1898). 


\ 
\ 
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désignant ce système d’intégrales, on puisse déterminer une quantité 
Jixe (c’est-à-dire indépendante de 2) b, telle que les fonctions des x 


Bi 219 de, «235 Lp) (¢=1, 2, ..+,P) 
restent moindres qu’un nombre fixe M, quand 
bb <x;<E;+ 6 (E— 1, 2, ..., p} 


et satisfassent à la condition de Lipschitz. 

On sera assuré, dans ces conditions, que le système d’intégrales 
envisagé est défini autour de toute valeur de ¢ dans un champ fixe de 
longueur 2 et par suite, en allant de proche en proche, le système 
d’intégrales est défini pour toute valeur de ¢. 

La remarque générale faite plus haut sur la méthode de Cauchy- 
Lipschitz, appliquée dans l'intervalle (0, ¢) partagé en 7 parties égales, 
nous donne le système d’intégrales prenant, pour ¢=o0, les valeurs 
Lio ees Ts sous la forme de séries convergentes pour toute valeur de t ; 
ces développements seront uniformément convergents dans tout champ 
fini de la variable ¢. 

Comme application, considérons p points se repoussant en raison 
inverse de la wi™e puissance de la distance (4 >1). En désignant 
par 2; la masse du point M;, nous avons les équations 


dx; F NET; ao 
= 2, ee es (¢=1, 2, ..., Pp), 


en désignant par 7;, la distance des points M; et M,, et f étant un 
coefficient positif avec des équations analogues pour les y et les z. Or 
le théorème des forces vives donne 


I ; ; 
Dur + ye+s 
i 


Il résulte de là que, pour des conditions initiales données, et, par 
suite, pour une valeur de la constante A, les |x;| les | y;| et les | z;| 
restent inférieures à un nombre fixe, et les 7, supérieures à un nombre 
fixe. Toutes les conditions, postulées ci-dessus, sont vérifiées, car les 


MpMmy, 
u—1 
Trek 


— hk (hétant une constante). 
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points M,, M, restant à une distance supérieure à un nombre fixe, on 
peut fixer un nombre fixe b répondant à la seconde condition. Les 
seconds membres des équations resteront donc moindres qu'un 
nombre fixe M. Donc, les équations différentielles du problème de p 
points se repoussant en raison inverse de la pi puissance de la 
distance (y. > 1) s'intègrent par des séries convergentes pour toute valeur 
det. 


8. Notre remarque relative à la méthode de Cauchy s’applique 
aussi au cas où l’on a des équations analytiques et où la variable est 
complexe. Sur une droite déterminée partant d’un point x,, la méthode 
de Cauchy est applicable à l'intégrale prenant en x, la valeur y, tant 
que cette intégrale ne cesse pas d’être holomorphe. 

Prenons, en particulier, les équations considérées plus haut 


dx; 
dt 


= X;(ri, Los y Lp) HT 2, ss Dès 


où les X sont des polynomes en x. 

Envisageons le système d’intégrales prenant pour ¢ = 1, les valeurs 
Li, Lu, -.., x). En joignant le point 4, au point variable, et partageant 
l'intervalle 4,4 en n parties égales, on arrivera, comme plus haut, à 
représenter les intégrales æ par des séries dont les termes sont des 
polynomes en t (et aussi en æ%, æ,, ..., æ,). 

Quelle sera la région de convergence de ces séries? Elle converge- 
ront, tant que les intégrales envisagées resteront holomorphes sur le 
rayon allant de 4, en 4. Elles seront done convergentes dans le domaine 
que M. Mitiag-Leffler appelle une étoile. On voit que, dans le cas des 
équations différentielles de la forme précédente, les développements 
de M. Mittag-Leffler se déduisent tout naturellement du procédé élé- 
mentaire et classique de Cauchy pour démontrer l'existence des inté- 
grales. 


9. On pourra souvent obtenir de cette manière des développements 


de fonctions en séries de polynomes. Prenons comme exemple la 
fonction 


LE 


pe oes 
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Elle satisfait à l'équation différentielle 


Donc, d’après ce qui précède, la fonction précédente peut étre déve- 
loppée en une série de polynomes 


P,(xz)+P,(x) D CL LA 


uniformément conver gente à l'intérieur de l'étoile relative à cette fonction. 
Or l'étoile relative à la fonction 


ji 
1 ZT 


est manifestement le plan tout entier à l'exception de la coupure 
(+1, +0) sur l’axe des quantités réelles. Nous avons donc un déve- 
loppement uniformément convergent dans toute aire finie, n'ayant 
aucun point commun avec la coupure précédente. Ainsi se trouve 
établi le résultat duquel, comme l’a montré M. Borel, on peut déduire 
le théorème de M. Mittag-Leffler sur le développement d’une fonction 
en séries de polynomes convergent dans une étoile. On sait que plu- 
sieurs autres méthodes ont été proposées pour obtenir le développe- 
I 


ment de —— dans son étoile; une des plus simples est celle de 


M. Goursat (Bulletin des Sciences mathématiques, 1903). 


a ie aie ts 
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SUR LA STRUCTURE 


DES 


GROUPES INFINIS DE TRANSFORMATIONS, 


Par M. E. CARTAN, 


Le but de ce Mémoire est de donner une base nouvelle à la théorie 
de la structure des groupes de transformations continus définis par 
des systèmes d'équations aux dérivées partielles. Tout groupe de 
cette nature peut être regardé comme formé des transformations les 
plus générales qui laissent invariantes un certain nombre d’expres- 
sions de Pfaff. J'ai exposé très brièvement, dans une Note aux Comptes 
rendus de l’Acadénue des Sciences ('), comment cette propriété, jointe 
à la notion des covariants bilinéaires des expressions de Pfaff, con- 
duisait, pour les groupes finis, aux constantes ¢;,, introduites par 
Sophus Lie et quelles modifications subit la théorie lorsqu'on passe 
aux groupes infinis. Je renvoie le lecteur à cette Note. 

Ce Mémoire est divisé en quatre Chapitres. Le premier est consacré 
à la théorie des systèmes d'équations de Pfaff en involution; il sert en 
quelque sorte de complément à un Mémoire paru précédemment dans 
ces mêmes Annales sur l’intégration des systèmes d'équations aux 
différentielles totales (1901). Le Chapitre IT définit tout groupe con- 
tinu au moyen d’un certain nombre d'expressions de Pfaff et introduit 


(1) Sur la structure des groupes infinis, novembre 1902. 
Ann. Ee. Norm., (3), XXI, — Avr 1904. 20 
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les constantes caractéristiques de la structure du groupe; les condi- 
tions nécessaires et suffisantes auxquelles doivent satisfaire ces con- 
stantes sont établies et démontrées. Dans le Chapitre III il est question 
des différents prolongements possibles de la structure des groupes 
infinis; pour cette étude, on montre que le groupe peut être défini 
comme l’ensemble des transformations qui établissent entre un cer- 
tain nombre d’expressions de Pfaff une substitution linéaire appar- 
tenant à un groupe linéaire donné. Enfin le Chapitre IV traite des 
groupes infinis qui dépendent de fonctions arbitraires d'un seul argu- 
ment et montre que ceux de ces groupes qui sont transitifs simples 
sont isomorphes au groupe général à une variable. 


—soe— - 


CHAPITRE J. 


LES SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS EN INVOLUTION. 


1. Etant donnée une expression de Pfaff à 7 variables 
(1) Ou AL), + A, Ats+...+ 4, dx», 
on sait qu’on peut lui adjoindre une expression covariante, bilinéaire 
par rapport à deux systèmes de différentielles caractérisés par les 


symboles d et à : 


© arc « SY —— SN a à 
(2) was = dwg —- dwa = da, 0x, — da, dx, +...+ da, dx, — da,dx, 
wee. Ÿ day da; ( 1 > d » 
= — — -— ) (dx; dx;,— dxpdx;). 
ye Ox; Ox, i k k t) 
(i,k) 


Les coefficients du covariant bilinéaire d’une expression de Pfaff 
ne sont pas des fonctions arbitraires des variables. Ils satisfont à des 
relations fournies par les considérations suivantes : 

Si l’on considère une expression différentielle bilinéaire alternée 
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quelconque 


(3) us = à Aix (dx; xx — dx, dx;) (AR Ed; i= 0), 
(ë, hk) 


on peut lui adjoindre une expression covariante, trilinéaire par rap- 
port à trois systèmes de différentielles caractérisés par les symboles 
d,èetD, 
du; dx, da, 

(4) sv = dE + OQpa+ DO = Za;;r| dx; Ox; day |, 

De; Dx; Dez, | 
où l’on a 
= GE + QUE UE 


St Q 3 est le covariant bilinéaire d'une expression de Pfaff w, on vérifie 


sans difficulté que Q;;, est identiquement nul, et, réciproquement, si le 


covariant trilinéaire de Q,; est identiquement nul, on peut démontrer 
qu'il existe une expression de Pfaff (définie à la différentielle exacte 
d’une fonction arbitraire près) dont À; est le covariant bilinéaire. 

. do 


L'identité exprimée par le théorème précédent est l’analogue et 
pour ainsi dire la dualistique de l'identité de Jacobi dans la théorie 
des systèmes complets. Nous en ferons un fréquent usage dans la 
suite en la désignant sous le nom de l'identité fondamentale. 


2. Nous emploierons des notations symboliques destinées à simpli- 
fier les calculs. Si w et o sont deux expressions de Pfaff quelconques, 
nous poserons symboliquement 


(5) WW = 0) gDE— W3D4; 


de même, si w, w, y sont trois expressions de Pfaff quelconques, nous 
poserons 

Da Da Xd 
(6) WOY =| 0s Ws 78 


Op Wp Yo 
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Avec ces notations, ona 


WW = — D 6), WG) == Oy 


WY — O70) — Yoo =— DOY —— LOU OYTD. 


Nous désignerons simplement par w’ le covariant bilinéaire d’une 
expression de Pfaff w, de sorte qu’on a 


on day da; 
Dr D (SE — st) ax; dry. 


Si A désigne une fonction quelconque des x, le covariant bilinéaire 


de Aw est 
dAw + A 6! 


et le covariant trilinéaire de l'expression bilinéaire Awa est 
(7) dAow+Aw'a—Aonw'. 


Enfin, si l’on considère m expressions de Pfaff indépendantes en 
da NAT) 0, ln Solent 


G19 Gay +..3 On 
toute expression de Pfaff peut se mettre sous la forme 


A, 6); + 3 +e. te An Wns 


toute expression bilinéaire sous la forme 


SS 
je 0) 5 6) x 
tkhWzwWky 
(4, #) 


et entin toute expression trilinéaire sous la forme 


~ 
Qik 650); GQ) fee 


ik 


3. Etant donné un système d’équations de Pfaff, la théorie de l’exis- 
tence et du degré d’indétermination des multiplicités intégrales géne- 
x 
rales de ce système peut se résumer ainsi qu'il suit : 
C om 3 Le nn 177 5 Le U he z = , . 
onvenons d’appeler élément linéaire ensemble d’un point (2,, 
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Las +.) L,) et d’une droite (de paramètres directeurs dx,, dæ,, ..., dx,) 
passant par ce point, et de même élément à p dimensions, l'ensemble 
d’un point et d’une multiplicité plane à p dimensions passant par ce 
point. Un élément linéaire sera dit intégral lorsque ses coordonnées 
satisferont aux équations du système de Pfaff; deux éléments linéaires 
intégraux, - issus d’un méme Bom, seront dits er involution lorsque 
leurs coordonnées 


Dine aes Ae, et 04, or. 


annuleront tous les covariants bilinéaires des premiers membres des 
equations du système; enfin un élément d'ordre p sera dit intégral 
lorsque tous ses éléments linéaires seront intégraux et en involution 
deux à deux. 

Cela étant, soit s le nombre des équations linéairement indépen- 
dantes qui expriment qu’un élément linéaire, issu d’un point arbi- 
traire, est intégral (c’est le nombre des équations indépendantes du 


système). On a évidemment 
ss 7s 


sis est égal an, il n ya pas d'élément linéaire intégral et le système 
n’admet aucune multiplicité intégrale generale; si s est inférieur à xn, 
il passe par chaque point au moins un élément linéaire intégral. 

Soit E un élément linéaire intégral arbitraire et soit s+s, le 
nombre des équations linéairement indépendantes qui expriment 
qu'un élément linéaire est intégral et en involution avec E; on a évi- 
demment 

S+S Sn —:; 
sis + s, est égal an — 1, il ne passe par E aucun élément intégral 
d'ordre 2 et le système n’admet que des multiplicités intégrales géné- 
rales à une dimension au plus; sis +s, est inférieur à 2 — 1, il passe 


par E au moins un élément intégral d'ordre 2. 


Soit E’ un élément intégral arbitraire d'ordre 2 et soit s + s,+ 3, 
le nombre des équations linéairement indépendantes qui expriment 
qu'un élément linéaire est intégral et en involution avec E’; on a évi- 


demment 
s+s,+5.in—2 


et ainsi de suite. 
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Finalement on arrive à un certain entier m qui indique le nombre 
maximum de dimensions des multiplicités intégrales générales du 


système, et à 72 + 1 entiers 


Sy Sty So, ae | Sm 


qui ne vont pas en croissant et qui indiquent le degré d’indétermination 
de l’'intégrale générale à m dimensions; elle dépend, en effet, de 


Sm fonctions arbitraires de m arguments, 


Sm_1 fonctions arbitraires de m—1 arguments, 


Si fonctions arbitraires de 1 argument, 


S constantes arbitraires. 


Enfin, ona 
S+S+...+Sm—=R— m. 
Si p est un entier quelconque inférieur ou égal à m, nous dirons 
que le système, considéré comme à p variables indépendantes, est en 
involution. On a 


(8) S+Si+...+S Sn —p 


et les éléments intégraux non singuliers à p dimensions, issus d’un 
point arbitraire, dépendent de 


Q=—=p(n—p)—ps—(p—1)s—(p—2)ss—...— 25; 2 —Sh_1 


paramètres. 

Remarquons que, si l’on suppose les équations du système résolues 
par rapport aux différentielles de s des variables, le nombre des autres 
variables dépendantes est précisément x — p—s. En le désignant 
par g, le nombre Q est 


(9) Q= pq — (pP—1)8,— (p — 2) S.—... — Sp 1 


4. La théorie qui vient d’étre résumée doit étre complétée pour 
répondre au problème suivant dontl’importance pratique est évidente. 
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Determiner les multiplicités intégrales, à un nombre donné p de dimen- 
sions, d’un système donné de Pfaff, ces multiplicités étant assujetties à 
netablir aucune relation finie entre p variables déterminées prises parmi 
les variables données, ou plus généralement à n’établir aucune relation 
linéaire entre p expressions de P 'faff données 


Gps NO ren» Wp 


(independantes entre elles et indépendantes des premiers membres des 
équations du système). 


En particulier, ils’agit de ramener au besoin toutes ces multiplicités 
à être des multiplicités intégrales générales d’un nouveau système de 
Pfaff en involution. 

Les premiers membres 


des équations du systeme et les p expressions données 
Gig Dye casey Op 


forment s + p expressions linéairement indépendantes; on peut leur 
en adjoindre g = n — s — p autres indépendantes entre elles et indé- 


pendantes des premières, soit 
Di Wa, ++. Dy 
Alors, en tenant compte des équations du système, les covariants bili- 
néaires des 0 sont des expressions bilinéaires par rapport aux o et 
aux &. Nous allons d’abord montrer qu’on peut toujours les supposer 
de la forme 


= 
(10) C= Ly, +} aigimim, CELI se Bt aie diy 5 )e 


(7) 4? 


En effet, toute multiplicité intégrale a p dimensions satisfait, non 
seulement aux équations données, mais à des équations de la forme 


(11) De = loi +... + pp Me > 9.) 


les J,; étant des fonctions des variables telles que tous les 0; s’annulent 
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si l'on y remplace les & par les valeurs précédentes. Il se peut que la 
compatibilité des équations auxquelles doivent satisfaire les l exige 
des relations particulières entre les variables données; si ces relations 
ne laissent pas indépendantes les w, il y a impossibilité; sinon elles 
ont pour effet de réduire le nombre q. Il faudra alors recommencer 
sur le nouveau système obtenu jusqu'à ce qu’on arrive soit à une 
impossibilité, soit à un système d'équations compatibles pour les Z 
Alors on pourra exprimer tous les coefficients / en fonction des 
variables données et d'un certain nombre de variables auxiliaires 
Vis Ya. Lés covariants bilinéaires du système de Pfaff obtenu en 
adjoignant à l'ancien système les équations(11)seront alors, en tenant 
compte des équations de ce système, tous de la forme 


Lyi; + La:xo;dyr, - 


ce qui démontre la proposition (‘). 
Nous supposerons donc dorénavant que les 9; sont de la forme (10). 


5. Nous allons d’abord chercher les conditions nécessaires et sufli- 
santes pour que le système de Pfaff’, consideré comme à p variables inde- 
pendantes, soit en involution et pour que les éléments intégraux arbitraires 
d'ordre inferieur ou égal à p netablissent aucune relation linéaire entre 
les w. S'il en est ainsi, les multiplicités cherchées seront bien, en 
effet, des multiplicités intégrales générales du système donné. 

Il faut d’abord pour cela évidemment qu'il y ait des éléments inté- 
graux d'ordre p définis par des équations de la forme (11); s’il en est 
ainsi, on peut, en ajoutant aux & certaines combinaisons linéaires 
des w, faire en sorte que 


DO, = Do—...— D — 0 


définisse un élément intégral; par conséquent, on peut supposer les 
coefficients c;;x tous nuls. 


(1) Les covariants 9’ sont, en effet, tous nuls en tenant compte de (11); quant aux 
équations (11) elles-mêmes, elles donnent des covariants tels que 


’ ! 
De loi... po, + wi dl +... + & p dlxp, 


et il suffit de remplacer, dans les w’ et les w' développés, les o par leurs valeurs (11). 


ine 


\ 
\ 
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Cela étant, considérons les entiers s,, 5), ..., » définis au n° 3 


Te 


Tout élément linéaire intégral étant défini par un système d'équations 


(12) DE CU RS ER RITES 


== = == RE = — y 


ly il, Peru: Ps ie 


le nombre s, indique le nombre des équations indépendantes du sys- 
tème | 


Ce Dd ip ai]. — D aige epi = 0 C=", 2, +5 5), 
4p ip 
où les u; et les ¢, sont des constantes arbitraires, les w, et les w, lant 


des variables. Comme ces équations ne doivent entratner aucune relation 


entre les w, ce nombre s, est le rang (degré du déterminant principal) 
de la matrice à trois lignes 


anse se Lolo np #06 mette 6 © of | Loterie ee 


à . S 
. its Uy > GLU CE > Bigs; 


Pour avoir s,, ..., s, considérons la matrice à ps lignes 


nn 
igkel bel Plies) ici: te D mire envie e seu © 5 je epee où pe 


2 Aco in ao Oso ST ET EC CT 


. 4 (P=AN ES 2 7 = : * le 
où les u;, u,, ..., uP sont p? arbitraires. Le nombre Mae 
rang de la matrice obtenue en prenant les 2s premières lignes, 
s+s,+s, le rang de la matrice obtenue en prenant les 3s premières 
lignes et ainsi de suite. 

Ann. Ee. Norm., (3), XXI. — AvkiL 1904. où] 


162 . E. CARTAN. 
Cela étant, les formules (8) et (9) montrent que l'on a 
Spt Sgt... + Sp 


et que le nombre des paramètres arbitraires, dont dépend l'élément 
intégral le plus général d'ordre p de la forme (11), est 


Pd — (P —1)51— (p — 2) 82— + + — Spats 


6. Réciproquement, étant donné un système de Pfaff, dont les cova- 
riants 0, ont la forme (10), formons, au moyen des coefficients a,;, la 
matrice (14) et considérons les entiers 


Ti LED IP Tps 
rangs des matrices obtenues en prenant successivement dans (14) les 
Shee cea ee DS 


premieres lignes. Le nombre des paramètres arbitraires, dont dépend 
l'élément intégral le plus général d'ordre p qui n'établit aucune relation 
linéaire entre les w, ne dépasse jamais l’entier 


pq (P21) op 23). eg as 


s'il l’atteint, le système est en involution et ses multiplicités intégrales 
générales à p dimensions n’etablissent aucune relation linéaire entre 
les w. 


D'abord, puisque d'après l'énoncé mème il existe des éléments 
intégraux d'ordre p de la forme (11), c'est qu'on peut supposer dans 
les formules (10) tous les c;;, nuls. 

De plus, on peut, en effectuant au besoin une substitution linéaire 
convenable sur les w, supposer que les rangs des p matrices considérées 
ne diminuent pas si l’on prend 

UP OU 0 POUR see 
Enfin on peut toujours poser 


(15) 95 = 1 Wert Gimp +... + Wp Bop (RSATAN SUNSET 


les &,; étant des combinaisons linéaires des &. 
pes, - a , ; a ec be . 
Il résulte alors de l'hypothèse que parmi les ©, il y en a exactement 
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5, indépendantes, soit 


Dis Days ++. Woy, 


les &,; pour lesquelles p dépasse o, dépendant des précédentes; de 
même parmi les &,, (p£o,)il y en ac, indépendantes, soit 


Dia, Waa, ..) Dos 


les ei pour lesquelles 9 dépasse 5, peer des 5, +0, précédentes 
et ainsi de suite. 


En d’autres termes, des sp combinaisons &,;, sont indépendantes 
celles pour lesquelles on a 


pi; 
nous les appellerons principales ; elles sont au nombre de 
Ti + 2024... + Pop; 


les autres o,; se déduisent linéairement des expressions principales 

pour lesquelles le second indice ne dépasse pas z. Enfin, il se peut 
ue parmi les &, ily en ait qui ne se déduisent pas des &,; principales; 

q I k o 

elles sont au nombre de 


(Tir Tan. Ope 


Cela étant, on peut d’abord, dans tous les cas, exprimer ces der- 
nières tout à fait arbitrairement au moyen des w, ce qui donne déjà 


(16) PAG Gr Cire Op) 
paramètres arbitraires. Quant aux expressions &,;, si l’on pose 
Boi = lon O1 + loin a+ bipOp; 
la condition que les 9, s’annulent donne 
bor = loi, 
de sorte que les /,,; satisfont aux deux conditions suivantes : 


1° Si l’on donne au dernier indice J une valeur déterminée quelconque, 
toute relation linéaire entre les @,; existe également entre les l;; cor- 
respondantes ; 
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(17) lois = lire 
Il résulte de là que les seuls coefficients /,;; qui puissent être pris 
arbitrairement sont tout au plus ceux pour lesquels 


(18) eS% pays 


nous les appellerons les coefficients / principaux; ils sont au nombre 
de 


(19) O, + 2o,+..-+ Pop; 


en lui ajoutant le nombre (16) on obtient, comme nombre maximum 
des paramètres dont dépend l'élément intégral d'ordre p, 


pq —(p —1)oi—(p—2)5—...—dp 1. 


La première partie du théorème est donc démontrée. 

Supposons maintenant que ce nombre soit effectivement atteint, 
c’est-à-dire qu'on puisse satisfaire aux deux conditions énoncées plus 
haut en prenant arbitrairement les coefficients /,;; principaux. Nous 
allons démontrer que le système est en involution et que les nombres s; 
correspondants sont respectivement égaux aux nombres 5;. 

Or, considérons un élément linéaire intégral arbitraire E,; on peut 
toujours, en effectuant au besoin une substitution linéaire sur les w, 
le supposer défini par les relations 


les ¢,;, étant des quantités arbitraires uniquement assujetties à vérifier 
les mêmes relations que les &,; correspondantes, autrement dit qui 
s’expriment toutes au moyen de celles d’entre elles pour lesquelles 


P = Oie 


Les équations qui expriment qu’un élément linéaire intégral est en 
involution avec E, sont alors 


(20) Dpi — Po11 01 — Pp21 O2 —. UE Popi 9 p Pet (1 à, 


Ces équations n’établissent aucune relation entre les w, sinon, v étant 


7) PO Y 


\ 
\ 
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un certain indice, il y aurait entre les &,, une relation qui ne serait 
pas vérifiée par les ¢,;, correspondantes; par suite, il serait impossible 
de trouver un système de quantités Pi; dont feraient partie les Gar 
données, satisfaisant aux deux conditions sus-énoncées sans qu'il y 
eûtune relation nécessaire entre les ¢,;, principales, puisqu'il y aurait 
entre les ¢,; une relation qui ne serait pas vérifiée par les quantités 
égales #4. P 

Donc on voit bien ques, est égal à 5, et par suite que l’entier m est 
au moins égal à 2. 

De même un élément intégral arbitraire de deuxième ordre E, peut 
toujours être supposé défini par les deux éléments 


LE 0, +) 05 Von) et (0, Ty... 0} pie), 
la condition d’involution de ces deux éléments donnant 
Pp12— Ppa1» 


les #,;, ainsi que les ¢,;, étant, à part cela, assujetties à la seule con- 
dition de vérifier entre elles les mêmes relations que les &,;; on peut 
done prendre arbitrairement les ¢,,. =¢,., pour lesquelles p ne dépasse 
pas 5, les autres ¢,,, et ¢,;. pour lesquelles 9 ne dépasse pas 5;. Le sys- 
teme qui exprime qu’un élément linéaire intégral quelconque est en 
involution avec E, est alors 

Dp1 Phi 01 — 9591 Wz —-+++— Yoni Wp — 0 


(21) 


Dp2 — Po12 01 — Pp22 2 —. BE Ppp2 0) p = oO 


Il contient c, + 5, équations indépendantes et n’établit aucune rela- 
tion entre les w, sinon, ¢ étant un certain indice, il y aurait entre 
les ©, et w,, une relation qui ne serait pas vérifiée par les ¢,;, et 
les #,;, correspondantes; par suite, il serait impossible de trouver un 
système de quantités ¢,;;, dont feraient partie les ¢,;, et les #,;, don- 
nées, satisfaisant aux conditions sus-énoncées, sans qu'il y eût une 
relation nécessaire entre les #,, et les ¢;. principales, puisqu'il y 
aurait entre les ¢,,; et les »,,; une relation (la même qu'entre les &,, 
et les &,,) qui ne serait pas vérifiée par les quantités égales v,:, et pois. 
On voit donc bien que s, est égal à o, et que, par suite, si p est supe- 
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rieur à 2, il passe par chaque élément intégral arbitraire E, au moins 


un élément intégral E,. 
On peut continuer ainsi de proche en proche et l'on trouve 


S1—= Tis S2— 92, ss Sp — Chs 


ce qui démontre le théorème. 


7. Toutes les fois que nous aurons un système de pgs quantités 
Aipk (hols 2; erp Pes Oke Oi ae EEE 


satisfaisant aux conditions du théorème du n° 6, nous dirons qu'il 
constitue un système involutif. ll est utile, pour la suite, d'étudier 
encore quelques propriétés remarquables de ces systèmes. 

Reprenons les notations du numéro précédent 


(95) Sip oie = @)Dpi+ O2Wp2+-.-+ OpWpp (h 1 $3 an aoe 
i,k 


les &,; étant des combinaisons linéaires des & qui s'expriment toutes 


au moyen de 
OM on geek Vets ie tote op 


d’entre elles, que nous avons appelées principales, et qui sont celles 


pour lesquelles 
p Soi. 


Il est possible de trouver un système de quantités L,;; jouissant des 
trois propriétés suivantes : 

1° Toute relation qui existe entre les a; existe entre les L;; 
respondantes, 7 désignant un indice donné d’ailleurs quelconque ; 

2° On a, quels que soient 9, 7,7, 


cor- 


Loi = bo jes 
3° Les quantités ¢,;; principales, c’est-à-dire pour lesquelles 
p . Tis p = Cj, 


peuvent être prises arbitrairement. 
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op) 
SI 


Remarquons d’après cela que, si l’on désigne par 
Xp 0 (0 > 07) 


l'équation qui détermine l'expression non principale Gi au Moyen 
des & principales dont le second indice est inférieur ou égal à £ et si 
l’on désigne par 

NOM Uist, pe?) 


Péquation qu’on en déduit en y remplaçant tous les &,; par les L; 
correspondants, on obtient ainsi un système d'équations définissant 
completement les l,;; non principales au moyen des l,;; principales. W suffit 
de prendre de proche en proche les équations 


Xh—0; X 3 —0, X51—=0; Xp — 0, Xf — 0, X53 —0; 


Cela étant on peut pro/onger le système involutif donné en considé- 
rant, par définition, les 6, + 29, +...+ ps, expressions bilinéaires 


(23) O1 Doi + O2 Dia He + Op Doip (ot? DS Ur, cp) 


qui joueront ici le même rôle que les expressions (22) pour le système 
donné, et où les &,;; =5,;; sont liées exactement par les mêmes rela- 
tions que les /,;;. Pour ce nouveau système, on a 


Di == 0) + oe... + Gp, 


= Ta Fe... + Ops 


Je dis qu'il est encore involutif. 
En effet, nous allons déterminer de la manière suivante un système 
$ DIET + 2 
Fat ae ) 


# 


quantités 


boigk = bo jek — Loir; == Lori = bo ski — lon jis 
Nous prendrons arbitrairement les quantités 
loir (ë a 2 k, p > Ti) 


que nous appellerons principales. Quant aux autres, elles seront com- 
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plètement déterminées au moyen des précédentes par les equations 
Xff=o (KS/Et, p> ai) 


obtenues en remplaçant dans X,; les oy; par les (yijx correspondants. 
On rangera ces équations dans le sens des à croissants; celles qui 
correspondent à la même valeur de z étant rangées dans le sens des 
j croissants (de 1 a7) et celles qui correspondent aux mêmes valeurs 
dei et j étant rangées dans le sens des & croissants (de 1 à 7). 

Cela étant, on démontre sans peine que les quantités /,;;, ainsi dé- 
terminées jouissent de la propriété que toute relation entre les si; 
existe entre les l,;,8 correspondants, quels que soient les indices donnes « 
et 8; de même, par suite, toute relation entre les &,;; existe entre les 
bij, Correspondants, quel que soit l'indice donné «. 

Les /,,;, jouent donc par rapport aux &,;; le même rôle que les 4,;; 
jouaient par rapport aux @,;. Or le nombre de celles de ces quantités 
qui sont arbitraires est précisément 


! r à 
C1 +20, + PO»; 


par suite, le système considéré est bien involutif. 


8. Les systèmes involutifs de quantités az, jouissent encore d’une 
autre propriété qui nous sera utile. St l’on cherche à determiner le 


système le plus général d'expressions bilinéaires IL; annulant identique- 
ment les expressions trilinéaires 


(24) oi + ol +...+ o,1L,, (BE 2-0 si}, 


et reliées entre elles par les mêmes relations que les Dis ON trouve 


(25) IL; = 1 Xpi1 + O2Xpi2 +2. + Op Xpips 

où les Yo:; = Ypj;; sont des expressions de Pfaff arbitraires assujetties seu- 
lement a être liées par les mêmes relations que les bij. 
Dans l'énoncé, on suppose que les IL; sont des expressions bili- 
néaires par rapport aux w, et à un nombre quelconque d’autres ex- 
pressions de Pfaff indépendantes. 


[est d’abord évident que, si l’on prend pour les IL; des expressions 


«:% 


A 
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de la forme (25) elles satisfont à la question. C'est la réciproque qu'il _ 
s’agit de démontrer. 

Or, les II,; s'annulant avec les w, comme il est facile de le voir, 
peuvent toujours se mettre sous la forme (25), les 7,;; étant provisoi- 
rement quelconques; de plus, on peut supposer que toute relation 
entre les II,; existe entre les 7,;., quel que soit l'indice donné «. Cela 
étant, supposons démontré qu’il existe un entier À <p tel que 
l’on ait 

%ou8 = XpGx (OR MS oi, It). 
Je dis que cette propriété peut aussi être supposée vraie pours +1. 
En ne tenant pas compte des termes en | 


Oh+2s Ohtss +++9 Wpys 
l'expression (24) prend, en effet, la forme 
OO h+] (Xps1,2+1 — Lo,h+1,1 ) 107041 (Xe,k,h+1 a Yo h+ih) 


- Il résulte de là que Von a, en ne tenant pas compte non plus 
de w,,,, 


\ Len = Apts + pu Ore +h Agia Ons 
(26) Ahi Pe ere ae tb us et one Te: de € à e 


les À 


oj étant des quantités finies satisfaisant à 
Novy hp ML Sp tack hs 


Par suite, on peut poser, en négligeant w,,,, ..., © 


p° 
Hoy = Orion eee FF OKZa1n + Oni Xone. — hou CMOS howh OpOf+ts 
LT Te EB bgt eC ae Cae Ren eee ne OME ee , 
Il, == 6) Lah +... + Opkohh > On+i Lo,k41,h— Koni OT D414 ++» honh Dr Wh+t- 


On peut manifestement, en ajoutant au besoin aux y,;; principales 
des expressions de la forme 4,;;w,,,, faire en sorte que l’on ait 


ote = 0 (JS 2.20 AAA Ga hey )s 


cette modification entrainant nécessairement des modifications ana- 
Ann. Ee. Norm., (3), XXI. = Av: 1904. 22, 
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logues pour les y,;; non principales, ainsi que pour les. Xp.avuis 
mais en ce qui concerne ces dernières, comme elles n’entrent dans 
Theis eos IL; que multipliées par rvs Cela n’a aucune importance. On 
voit donc finalement que les II,; se présenteront sous la forme voulue, 
abstraction faite d'expressions bilinéaires telles que 


Pi pir 1 @asr +++ pin DR Ons ir, + P) 
avec 

Apig = hoji Cat re ees 

Àpij = 0 (pLonpESjsE—=1,2, ir PEUT pe res te 


En exprimant les relations nécessaires entre les II,;,, on voit que ces 
relations doivent également exister entre les W,;; par suite, les À,,, 
satisfont aux propriétés fondamentales des /,;;, et comme celles d’entre 
elles qui sont principales sont nulles, il en est de même des autres. Le 
théorème est donc démontré. 


9. A l’aide des deux théorèmes précédents, on peut, en se servant 
uniquement de l'identité fondamentale, démontrer que, si l’on prolonge 
un système en involution, on obtient encore un système en invo- 
lution, propriété qu'on pourrait déduire facilement, a priort, de 
existence et de l’indétermination des multiplicités intégrales du 
système donné. 

Si aux équations du système on ajoute les nouvelles équations 


SONT ne ’ a CRT, ARE A 
(27) Doi — Wo: pi1®1 — tpi2 Da —.--— lop Wp — O 2 ) 
Ca a ee 


les covariants des premiers membres des nouvelles équations du sys- 
teme sont manifestement, en tenant compte de ces équations elles- 
mémes et des équations primitives, de la forme 


(28) Dpi = Qi Xpit + Wa pie t+. + WpYpip +--+, 


les termes non écrits ne dépendant que des w, les Xeij n'étant autres, 
aux 6; près, que les différentielles d/,;;. Or, en appliquant l'identité 
fondamentale aux covariants 


Dp = Gi Bor + W2Wp2 + Wp Dep (mod6,, ..., 4,), 
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on obtient évidemment 

0 = 0101+ Wa Dr +... + 0p Bhp (mad Gast; Ose Wisi, 36. wey) 
et, par suite, d’après le théorème du n° 8, ona 
(29) Du i Xo t= et Op Xpip (mod CMe ee METS), 


les Yi; = Yj étant liées par les mêmes relations que les /,;;. 

_ Comme, d’après la formule (28), les y,;; principales sont nécessaire- 
ment indépendantes entre elles et des w, on voit, en appliqnant le 
théorème du n° 7, que le système prolongé est bien en involution. 


REMARQUE. — Ce théorème pourrait tomber en défaut si l’on se con- 
tentait d'un prolongement partiel du système donné, c’est-à-dire si l’on 
adjoignait à ce système quelques-unes seulement des équations (27). On 
en a un exemple si l’on prolonge le système en involution 


0, =w;w, 


= G2 Wo, 
par l’adjonction de l’équation unique 
B=v,+o— UW; -—- 762 — O. 


10. Après cette étude des systèmes en involution, nous allons con- 
sidérer un système de Pfaff pour lequel les covariants bilinéaires ontété 
réduits à la forme (10) et nous supposerons que le nombre des para- 
mètres arbitraires dont dépend l'élément intégral le plus général 
d'ordre p est inférieur à l’entier 


Ci 202 +... DOp + p(q — o1— 92 —.---— Gp); 


où les « sont les nombres définis au moyen de la matrice (14). Nous 
allons montrer que le système de Pfaff peut être prolongé de manière 
à satisfaire aux conditions du théorème du n° 6. 

Nous dirons que les covariants bilinéaires du système sont mis 
sous forme normale lorsque, en tenant compte des équations du sys- 
tème et en n’écrivant que les termes qui contiennent les &, on peut 
partager les covariants en un certain nombre de groupes ayant les 
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propriétés suivantes. A chacun d’eux est associé un entier N de sorte 
qu’il contient autant de covariants IL, 2... qu’il ya de combinaisons 


d’entiers « positifs ou nuls satisfaisant à 


Gi + Gt... + ap = N; 
de plus 


‘ 


IL, x, veep tp — 4 Do+1, a, 11 Op + Oe ODu,,4:#1, HET Age nur OpOa,, ds, byte 


Nous supposerons de plus qu’on peut associer à chacun de ces 
groupes un autre entier À compris entre o et p tel que si 


hoes 


sont les entiers associés aux 1°, 2°, 3°, ... groupes, les & du premier 
groupe, pour lesquels les p — k derniers indices sont nuls, les &’ du 
deuxième groupe pour lesquels les p—A’ derniers indices sont 
nuls, etc., sont indépendants entre eux et que de plus tous les 
autres &, wo’, ... dépendent des précédents; nous appellerons ces 
dernières expressions les expressions & principales. 

Si l'on effectue sur les w une substitution linéaire arbitraire, les. 
covariants ne cessent pas d’être sous une forme normale, les & d’un 
même groupe subissant une substitution linéaire. 

Si l’on établit entre les variables une relation quelconque, cela se 
traduit par une relation linéaire entre &, &’, ... et les w. Supposons 
qu’elle contienne effectivement les expressions principales & du pre- 
mier groupe et que les entiers A associés aux groupes dont les 
expressions principales entrent en tout ou en partie dans la relation 
considérée soient tous supérieurs ou égaux à 2. Alors on peut, par 
une substitution linéaire effectuée sur ,, ..., ,, faire en sorte que 
la relation contienne effectivement 


Woo.. N+1,0.. 0 (a%,=N-—+1). 


19° . , , . 

S'il en estainsi, tous les oo’, ... s'expriment au moyen des expres- 
sions principales des 2°, 3°, ... groupes et des coefficients de w,, ..., 
w,_, dans le premier groupe. On peut alors remplacer le premier 
groupe par un certain nombre d'autres groupes pour lesquels l'entier h 
est diminué d'une unité. 
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Enfin, nemangaons que si l’on veut prolonger le système par le 
procédé du n° 4, les covariants du nouveau systéme sont encore sous 
une forme canonique, avec le méme nombre de groupes, les mémes 
entiersh, h’,..., les entiers N sont augmentés d’une unité et il peuty 
avoir des siete linéaires nécessaires entre les nouvelles expres- 
sions principales. En effet, en négligeant au besoin des combinaisons 
de ,,..., w, dont les coefficients ne dépendent que des variables 
primitives, on a des formules de la forme suivante 


Way ote, 5 ap = Cart, oe, 1 Oy Ba bo, s+1, a, Da He: + ba a, bey Mp tl Ops 


et les ¢, 4’, ... ne dépendent que de ceux du premier groupe pour les- 
quels les p — À derniers indices sont nuls, ete.; il suffit de prendre 
pour expressions principales du système prolongé les différentielles 
de ces coellicients ¢; seulement, si ces 4 ne sont pas réellement indé- 
pendants, les nouvelles expressions principales doivent être liées par 
des relations dont chacune, comme nous l'avons vu tout à l’heure, 
dissout un groupe de covariants en diminuant d’une unité l’entier / 
associé. 


11. Cela étant, désignons par 
Vus Vis ss Voy 


le nombre des groupes de covariants du système primitif pour lesquels 
l’entier A est respectivement égal à 


D enon De 


Supposons qu'on n'arrive jamais à un prolongement laissant inva- 
riables les entiers v. Alors l’entier v, ne peut pas augmenter, et il 
arrivera nécessairement un moment où il ne changera plus; à partir 
de ce moment l’entier y,_, ne pourra pas augmenter, et il arrivera un 
moment où il ne changera plus. On peut raisonner ainsi successive- 
ment pour tous les entiers v et démontrer qu'à partir d’un certain 
prolongement, aucun de ces entiers ne peut changer. 

Or, dire qu'aucun des entiers y ne change, c’est dire que dans le 
prolongement tous les ¢ pour lesquels les p — À derniers indices sont 
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nuls, tous les # pour lesquels les p — k’ derniers indices sont 

nuls, ete., sont arbitraires. Si maintenant 

+, désigne le nombre des expressions principales pour lesquelles le 
premier indice est au moins égal à 1; 

7, le nombre des expressions principales pour lesquelles le premier 
indice est nul sans que le second le soit ; | 


+, le nombre des expressions principales pour lesquelles les deux 
premiers indices sont nuls sans que le troisième le soit, etc. ; 


le nombre des 4, ¢’, ... arbitraires est, comme il est facile de le voir, 
égal a 
L 
(30) T+ 2%. +37, +... + PTp 
et de plus le nombre des &, &', ..., indépendants est 


Ty tye. ct pe 
Or, pour le système considéré, on a manifestement 


> 
Ti=Ti9 
Ti O2 2Tit+ Tes 


LS DUPONT RE DRE - 


Op Sa Pepe Ti Ta Tp, 
TT Og t+...+ Op T+ Te+..-+Tp- 


On a ala derniére ligne une égalité, chacun des deux membres étant 
égal au nombre des &, a’, ... indépendants. Des inégalités (21) on 
déduit les suivantes : 


has Sd D sutaitete de : 
Tati + Opi + Op Ta Steels tate Cpa Steet ps 
p= Ga hepa et + Op—-1 + Op =T+ Tet. . tp TA 


et aussi, par addition, 
(33) Dit 20H... + POST + 2T+... + PTp. 


Le nombre des paramètres arbitraires dont dépend l'élément inté- 
gral le plus général d'ordre p est donc au moins égal, d’après (33), à 
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l’entier 
Gamme Po, 


d'autre part, d’après un théorème précédent (n° 6), il lui est au plus 
égal; donc il lui est égal et le système est en involution. De plus l’indé- 
termination est définie par les nombres 


S1 — Tis S2— Tes wey Sp— Tp: 


12. La démonstration précédente est analogue, comme on peut le 
remarquer, aux diverses démonstrations connues de la possibilité de 
ramener à un système en involution un système quelconque d’équa- 
tions aux dérivées partielles. J’appellerai néanmoins l'attention sur 
l'importance pratique du théorème du n° 6 : pour rendre en involution 
par prolongements successifs, un sytème de Pfaff donné, on calculera, 
chaque prolongement étant effectué, les valeurs des entiers o,, 5,,...,0, 
et l’on s'arrêtera dès que le nombre des nouvelles variables que four- 
nirait le prolongement suivant atteindra l’entier o, + 20, + … + po,. 
Une fois ce système en involution, un prolongement de plus donnerait 
les nouvelles valeurs 


(34) : 


Remarquons encore que si un système est en involution avec une 
valeur de l’entier o, au moins égale à 1, une relation arbitraire entre 
les variables maintiendrait le système en involution, o, étant simple- 
ment diminué d’une unité; au lieu d’une relation on pourrait en 
prendre un nombre quelconque, inférieur ou égal à 5,, qui serait alors 
diminué de ce nombre-la. Sans vouloir insister sur ce point, cette 
remarque prouve néanmoins qu'un système arbitraire de m équations 
aux dérivées partielles (non nécessairement du même ordre) à m 
fonctions inconnues, est toujours en involution lorsque l’on a dérivé 
les équations du système d'ordre inférieur à l’ordre maximum jusqu à 
les rendre toutes de ce même ordre maximum. 
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CHAPITRE Il. 


LES GROUPES CONTINUS ET LEUR STRUCTURE. 


13. Considérons un groupe continu de transformations défini par 
un sytème en involution d'équations aux dérivées partielles. Pour 
rester dans le cas le plus général, supposons que les variables trans- 


formées soient 
Lis Los es Lng DATE SE cs Uny 


que le groupe admette 2 — m invariants indépendants et que lesz — m 
variables æ,,,, ..., æ, soient précisément invariantes. Alors si l’on 
désigne par 

Xi, Xo, seis | Ah 


les m premières variables transformées, ce sont m fonctions des x 
variables æ que l’on peut définir par un système en involution d’équa- 
tions de Pfaff. Ces équations forment À catégories si les équations de 
définition sont d'ordre A; la première catégorie est de la forme 


2 
aX yi Fra mt AT B ne dL, — v3? FF Ant T — 0; 


où les coefficients «;, sont des fonctions desæ, des X et de p, quantités 
nouvelles 
Vis Vas see) Xp 


la seconde catégorie est de la forme 


AV — Buides — Bisdrs— ..: —B,dx,—0, 
CEST NN RE ESD dR Rb lS | 3 


3 là > 
dYp, — Bpadxi — Bp2 dXr — ... — Gyn dene, 


où les coefficients B;, sont des fonctions des x, des X, des y et dep, 
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quantités nouvelles 


©} Sa, OOK} Zp, 
et ainsi de suite, la Aîère catégorie étant de la forme | | 


du, — À dary — DOC ee inde = O; 
(Ee gate iy eel Shay Sets 


dup, _.— Appt dB —— San Ayaan AL, = 0, 


les À; étant des fonctions des x, desX, des ax des B;x, etc., et desp, 
quantités nouvelles 


MP Case pale sue Ware 


Par hypothèse le système des équations (E) est en involution, les 
variables indépendantes étant x,, æ,, ...,æ,. Or les covariants bili- 
néaires des premiers membres des équations (E) ne dépendent, 
lorsque l’on tient compte de ces équations elles-mêmes, que des dx, 
et des dy,; de plus les dy, n’interviennent que dans les covariants des 
équations de la dernière catégorie (EK, ) 


= dard hi, +... + dx,dh, 


My 47,00), te. arya), 3 


ces covariants permettent, comme il a été montré au Chapitre I, de 
définir 7 entiers 
Fin Fay rey On 


qui indiquent le degré d’arhitraire des transformations du groupe. 
Si le groupe est fini, il n’y a pas de quantités ¢ et les covariants sont 
© » 
tous nuls en tenant compte des équations (E). 


14. Au lieu de détinir le groupe par les équations (E), nous allons 
le définir comme l’ensemble des transformations qui laissent inva- 
riantes un certain nombre d'expressions de Pfaff. 

Tout d’abord, il résulte d’un théorème connu que toute transforma- 
tion portant surles æ, X, y, 5, .+., 9 qui laisse invariantes les X ainsi 
QUE Ærys +++» Zn» Qui transforme entre elles les æ et qui laisse inva- 
riant le système de Pfaff (E), donne pour les variables x une transfor- 


Ann. Ec. Norm., (3), XXI. — Mat 1904. 23 
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mation du groupe considéré et réciproquement. Soit, en effet, 
XX = rem), 
a = fi(Lis cvs Ln) (RE IOs 

(1) Ling j = Lm+j ((=1, 29 sees n—m), 
VS OT, ey YD | lime ES 2, +. Pidy 


¥, = it, X; y, .:, 0) (E—=1,2, +++, Ph), 


une transformation laissant invariant le système (E). La condition 
nécessaire et suffisante pour qu’il en soit ainsi c’est que, si l’on prend 
pour les X, y, ...,¢ le système le plus général de fonctions des x satis- 
faisant aux équations (E), il en résulte, d’après (1), pour X’, y’, ..., 0, 
des fonctions des a’ satisfaisant également aux équations (E). Autre- 
ment dit, désignons par S la transformation la plus générale du groupe, 
par = la transformation qui fait passer des a aux a’ d’après les for- 
mules (1); la transformation qui fait passer des a’ aux X’ résulte mani- 
festement de la succession des transformations &~' et S. La condition 
nécessaire et suffisante cherchée est donc que, quelle que soit la trans- 
formation S du groupe, la transformation X-'S appartienne encore 
au groupe; finalement #/ faut et il suffit que È soit une transformation 
du groupe. | 

Remarquons que si l’on ne considère dans les formules (1) que les 
équations qui définissent les a’, les y’, ..., +’, on peut, dans les 
seconds membres, donner aux X des valeurs constantes arbitraires, 
cela ne change rien aux transformations effectuées sur les variables æ. 

Enfin remarquons aussi que les transformations des variables æ, X, 
Y, +++, 9 exprimées par les formules (1), n’admettent aucun invariant 
indépendant des 


(2) x, Xe, cee bac L'yntis +++, Lye 
Supposons, en effet, que l’on ait une relation de la forme 
(3) DER Ys veg) Bek Yun ee 


identique en tenant compte des formules (1). Donnons aux variables 
x, X, y,..., 9 des valeurs particulières, mais quelconques, x°, X°, 
Y's +++," et soient æ°, X, y’°, ..., ° les valeurs correspondantes 


\ 
\ 
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fournies par les formules (1). Il existe toujours une transformation $ 
du groupe donné telle que, pour &;= x?, les X, y, ..., ¢ prennent les 
valeurs X°, y°, ..., °°. Quelle que soit la transformation (1), il est 
donc indifférent, pour calculer les æ’°, X”, y, ..., 0, de supposer 
que, dans les seconds membres, les variables restent indépendantes 
ou que les X, y. ..., ¢ soient exprimées au moyen des x d’après la 
transformation S. De ce dernier point de vue, les X’, y’, ..., » de- 
viennent des fonctions des x définissant une transformation S’ du 
groupe donné. Si nous choisissons en particulier pour fonctions /, 
celles qui, dans la transformation S, font passer des a aux X, on a 
x; = X;=X,, et S’ se réduit à la transformation identique; les y’, ..., 
deviennent des fonctions parfaitement déterminées des +’, c’est-à-dire 
DCE OX EX, — 2. Par suite on a 


m+y 


® ÉD CE De) PIX TEE) 
( a J 


W désignant une fonction parfaitement déterminée de ses arguments. 
Donc enfin ® ne dépend essentiellement que des variables (2). 


15. Cela étant, posons 


Cy Oy A, + LA Ta +... EE Lin ln Ge reals i212) 


(4) One C2 mens (J=1, 2, ...»s A—M), 
les a, étant les coefficients qui entrent dans les équations (E,). 

Toutes les transformations (1) laissent invariante chacune des rn 
expressions de Pfaff w,, ..., ©, et par suite aussi leurs covariants bili- 
néaires. Or, ces covariants sont des expressions bilinéaires par rapport 
aux ;, aux dX, et aux premiers membres des équations (E,), ils 
s’annulent de plus avec les w, : 


(5) Oy, = Di + O2Di2+ eee + OnDin +... St}; me); 


les termes non écrits ne dépendant que des w;et desdX,, les &;xétant 
des combinaisons linéaires des premiers membres des équations (E,). 
Si l’on désigne par ;, a, ce que deviennent «, ets; par la transfor- 
mation (1), il est évident que l’on a 


GDF DaDio te. + On Win = OO ee. + On Din tes) 
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en faisant toujours la même hypothèse sur les termes non écrits. Mais 
comme ©, est égale à w, on voit que chaque différence Bik — Bit peut 
s'exprimer linéairement au moyen des w; et des dX;. Par suite enfin st 
parmi les mn expressions Gix ON considère p, d'entre elles indépendantes et 
que l’on exprime toutes les autres au moyen de celles-là, les coe fficients 
sont des invariants par rapport aux transformations (1) et par suite sont 
des fonctions des X et de æ,,, ..., æn. 

Autrement dit on peut supposer que les mn expressions Gj, s'expriment 
linéairement au moyen de p, expressions &, ..., B,,, les coefficients étant 
des fonctions des X; et des æ,,,, ..., Ln» Ces p, expressions se repro- 
duisent par les transformations (1) à des combinaisons linéaires pres 
de 

dAX,— 4, AX,— Oo, ..., AXm— Om: 


On peut aller plus loin; considérons l’une des expressions o% qui 
ne soit pas identiquement nulle et considérons dans w; les termes 
en w, dX; 


aye = onDint >, Aj@,dX;+.. ane 


on peut supposer que tous les A; sont nuls en ajoutant au besoin 
aux & des combinaisons linéaires des premiers nombres de (E, ), alors 
il est évident que &;; se reproduira par toutes les transformations (1). 
En faisant cela pour p, expressions indépendantes, on voit que les w; 
peuvent être choisis de manière à rester invariantes par toutes les trans- 
formations (1). 
Une fois un tel choix fait, il est clair que tous les coefficients des 
covariants @, sont des invariants pour les transformations (1), et par 
suite ne dépendent que des X et de æ,,,,..., Uy 
En résumé, les covariants bilinéaires des expressions ; sont des 
expressions bilinéaires par rapport aux ;, aux dX; et à p, nouvelles 
expressions &; les coefficients de ces covariants.ne dependent que des X 
Ca (a Nana Las TI Les P, expressions © sont des combinaisons 
linéaires des premiers membres des équations (E,)et(E,) gui sont inde- 
pendantes entre elles et indépendantes des premiers membres des équa- 
tions (E,), 
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16. Formons de même les covariants des expressions &,; on mon- 
trera de la même façon qu'elles peuvent s ‘oxprimer bilinéairement par 
rapport aux w,, aux dX,, aux 5; et à p, nouvelles expressions indépen- 
dantes 7; les coefficients de ces covariants ne dépendent que des X et 
deæ,.,, +++) æ,; les p, expressions y sont des combinaisons linéaires 
des premiers membres des équations (E,), (E,)et(E, ), qui sont indé- 


pendantes des premiers membres des équations (E,) et (E,). Enfin 


elles sont invariantes par toute transformation (1). 

On peut continuer ainsi de proche en proche jusqu’à ce que l'on 
arrive à p,., expressions 0, combinaisons linéaires des premiers 
membres des équations (E,), (E,_,), ..., (E,) et invariantes par les 
FR 1). Leurs covariants HS dépendent des w, des 
dX, des ©, y, ..., 0 et des différentielles dy, 


LA . 
Oe "0g Vip vie SE Oy Vig teens GENE EE), 


les termes non écrits ne dépendant que des w, dX, w, ..., 0. On verra 
comme tout à l'heure que, si parmi les v;; on en prend A, indépendants 
et que l’on exprime tous les autres au moyen de ceux-là, les coeffi- 
cients ne dépendent que des X et de x,,,,, ..,, æ,; autrement dit tous 
les v;; peuvent s'exprimer en fonctions linéaires de 2, expressions 
nouvelles v,, vo,..., UV», les coefficients ne dependant que des X et 
de T1, -.., Ly» Si l’on ajoute à ces expressions des combinaisons 


linéaires à coefficients arbitraires des w, dX, ow, ..., 9, on peut dis- 


poser de ces arbitraires de manière à annuler le plus grand nombre 
possible des autres coefficients des 0;; alors les autres coefficients 
seront nécessairement des invariants pour toutes les transforma- 
tions (1). 

Finalement, en changeant les notations, on voit que l’on arrive à 
obtenir un certain pecs r d’expressions de Pfaff, 


Diy Gay vs Wp (Pn pyr ee Pai) 


dont les covariants bilinéaires s'expriment au moyen des w, des dX, et 
de p, expressions nouvelles ©, et s’annulent avec les w, les coefficients 
ne dépendant que des X et de Hy 44, «s+, Ly. Les transformations (1) 
sont les Dee générales qui laissent invariante STE de ces expressions 


de Pfaf. : 
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Nous poserons 


EE More P=1,---)Ph 


(ey D Cijk OIDs D AipkOiDy+..- (ean, Ds os eres 


(à j) LE asieg tT? 


les termes non écrits contenant l’une des différentielles dX,, ..., dX,,. 

En utilisant la remarque du n° 14, nous pouvons donner aux X; des 
valeurs constantes et négliger par suite leurs différentielles dX;,. 
Enfin nous pouvons remarquer que d’après l’origine même des 
quantités ax, elles forment un système involutif (n° 7). Nous arri- 
vons donc au théorème suivant : 


Étant.donné un groupe continu G transformant les variables x,, 
Lys -.., Ly et admettant les invariants indépendants U,, U,, ..., U,, on 
peut, en ajoutant au besoin de nouvelles variables auxiliaires, construire 
un groupe G' transformant entre elles les x comme le groupe G, et qui 
peut être défini comme le plus grand groupe laissant invariantes un cer- 
tain nombre r d'expressions de P faff 


Arn Oren Shien oon 


et h fonctions U, dont les différentielles s'expriment par des combinaisons 
linéaires des w à coefficients fonctions des U. Les covariants w', sont de 
la forme 


(7) “=> Cijh Oi; + Yaris, 


les & étant p nouvelles expressions de Pfaff indépendantes des w, les 
coefficients c;;r et Ginx étant des fonctions des U, les quantités dix for- 
mant un système involutif. 

17. Réciproquement, si l’on a r + p expressions de Pfaff 


Cite De Dis ce.) Op 


et 2 fonctions U satisfaisant aux conditions de l'énoncé précédent, la 
transformation la plus générale qui laisse invariantes les U et les w est 
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donnée par le système de Pfaff 


(8) D OT (KE, 2, 5 7) 


où l’on désigne par Q, ce que devient w, par la substitution des nou- 
velles variables aux anciennes. Et ce système est en involution, car Von 


a, en tenant compte des équations (7), 
(9) k— = agro, — wp), 


et, par hypothèse, les a;,; forment un système involutif. 

Au sujet des théorèmes précédents qui sont fondamentaux, on peut 
faire les remarques suivantes : 

En premier lieu si l’on a deux groupes G’ pour lesquels les entiers r, h, P 
ont les mémes valeurs, pour lesquels les invariants s'expriment par des com- 
binaisons linéaires des w dont les coefficients sont les mémes fonctions des 
invariants, pour lesquels enfin les c;;, et les aja, sont les mêmes fonctions 
des invariants, ces deux groupes sont semblables ; car le système de Pfaff 
qui fournit la transformation la plus générale permettant de passer 
de l’un à l’autre, esten involution, comme l’indiquent les formules (8 ) 
et (9) où les Q; et les II, se rapportent à l’un des groupes, les w, et les & 
à l’autre. 

En second lieu, sans changer le groupe G’, on peut, au lieu de7 
expressions w;, prendre r autres expressions quelconques combinai- 
sons linéaires indépendantes des premières, les coefficients étant des 
fonctions des U; de même on peut remplacer les & par p nouvelles 
expressions quelconques, combinaisons linéaires des w et des & indé- 
pendantes par rapport aux & et ayant pour coefficients des fonctions 
des U. 

Si le groupe est transitif, les c;;, et les a;;, sont des constantes. Si 
le groupe est fini, il n’y a pas d'expressions © et dans les formules (7) 
il ne subsiste que les coefficients c;;x. 


p 


18. Tout ce qui précède peut être envisagé d’un point de vue nou- 
veau, fondamental pour la théorie de la structure des groupes, si 
l'on définit l’isomorphisme de la manière suivante. 
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Soient donnés m+ 7 variables 
Lis Los ery Lm} : Vis N25 eT | Vns 


et deux groupes G et G’, le premier transformant entre elles les seules 
variables æ, le second au contraire les m+n variables x et y. Si G’ 
transforme entre elles les variables æ, et cela de la même manière 
que le groupe G, nous disons que G’ est prolongé de G, ou que G 
résulte du prolongement de G. Le prolongement sera dit holoédrique 
si toute transformation de G’ qui ne change pas les variables + laisse 
également invariantes les variables y; il sera dit hémiédrique dans le 
cas contraire. 

Cela étant, deux groupes Getr quelconques seront dits isomorphes 
holoëdriques, ou, plus simplement, zsomorphes, si l’on peutles prolonger 
holoédriquement de manière à obtenir deux groupes G'et I” transfor- 
mant le même nombre de variables et semblables entre eux ('). Le 
groupe G sera dit tsomorphe mériédrique de T si le groupe I” seul ré- 
sulte du prolongement holoédrique de F, le groupe G’ résultant d’un 
prolongement mériédrique, et si de plus Get [ne sont pas isomorphes 
holoédriques. 

On reconnait bien facilement que deux groupes isomorphes holoé- 
driques d’un troisième sont isomorphes holoédriques entre eux; que 
si Gest isomorphe mériédrique de G’, G’ isomorphe holoédrique ou 
mériédrique de G”, G est isomorphe mériédrique de G’. 

Nous verrons plus loin que la définition précédente de l’isomor- 
phisme coincide au fond avec la définition ordinaire dans le cas des 
groupes finis. Jusqu’a présent il n’a pas été donné de définition pré- 
cise de l'isomorphisme dans le cas des groupes infinis. 

Nous dirons enfin que deux groupes isomorphes holoédriques ont 
la même structure. 


19. D'après ces définitions ont voit que les transformations (1) con- 
sidérées au début de ce Chapitre définissent un prolongement holoé- 


(1) Deux groupes, l'un à 7 variables +, l’autre à 2 variables y, sont semblables, d’ après 
Lie, lorsqu'on peut passer de l'un à l'autre en prenant pour. | les y des fonotions conve- 
nables indépendantes des .x. 
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drique du groupe défini par les équations (E) et, par suite, un groupe 
de la même structure. Les résultats des n° 16 et 17 peuvent donc 
s’énoncer de la manière suivante : 


Etant donné un groupe admettant h invariants indépendants 
U,, U,, Qs) U,, 


on peut en déduire, au besoin par l’adjonction de variables auxiliaires, 
r + p expressions de Pfaff, 


G), Gay ss Dyg Dis Wa, ..s Dh 


telles que l’on ait des formules 
Ar Vo: a V 2 9 Son 6a Vir > Cc We PG Eos h), 


ya . 
Oy =), Ci k@iOz + > Aigk®iDp CERN 


où les Vix, C;jx, @ipx sont des fonctions des U, les quantités aix formant 
un système involutif. Si deux groupes ont le même nombre h d'invariants, 
si pour eux r et pont les mémes valeurs et si les Vins Gijxs Ginx sont les 
mémes fonctions des invariants, ces deux groupes ont la méme structure. 
Enfin on peut, sans changer la structure d’un groupe, effectuer sur les U 
une transformation quelconque, remplacer les w par r combinaisons li- 
neéaires indépendantes quelconques des w à coefficients fonctions des U, 
et les & par p combinaisons linéaires quelconques des w et des &, à coef- 
ficients fonctions des U, et indépendantes par rapport aux ©. 


On peut done dire que, jusqu'à un certain point, les entiers A, 7, p, 
les fonctions V;z, Gijx, @ipx définissent la structure d’un groupe. Mais 
nous verrons plus loin que deux groupes peuvent avoir la même struc- 
ture sans que les entiers, 2 etr par exemple, soient les mêmes, et cela 
est d’ailleurs à peu près évident a priori. Naturellement on peut tou- 
jours s’arranger pour que l’on ait 


al, =o; ren AU; 


Enfin, remarquons que le plus grand groupe qui laisse invariantes 
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les fonctions U et les expressions de Pfaff w a ses AUS 7 défini- : 
tion du premier ordre puisque ces FAURE sont (n° 17) 


DORE (k= 1,2, 2,7} 

20. Nous allons maintenant montrer que les coefficients C;j4, &ipr 
de la structure d’un groupe ne sont pas arbitraires. Ils satisfont évi- 
demment aux conditions qu ‘on obtient en appliquant l'identité fon- 
damentale aux covariants w!. Nous allons chercher ces conditions et 
nous démontrerons ensuite qu’elles sont suffisantes. 

Supposons d’abord que le groupe soit fini, et, pour fixer les idées, 
transitif. Alors les r* coefficients ¢;;, sont des constantes. Le covartant 


trilinéaire de 


(10) ayes, Cijk 0:06); (ET 23 vane I) 


m 
est donné par la formule 


à Crp (@; 9; = 0); ) 


ou, en développant, 


» D (Qui Cire + Caviar + Cyne Cie) O)), Dy, Wye 
uy) à : 


Les conditions cherchées sont, par suite, 


1,2,. 


(11) > (Oui Civk + Cuvi CAR + Ci Ciuk) = 0 


(A, > DE RS Se 
auxquelles on doit ajouter les suivantes, évidentes, 


(12) Cijk + Cjik =O. 


On reconnait les conditions auxquelles satisfont les 7* constantes 
\ 
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qui se présentent dans la théorie ordinaire de la structure des groupes 
finis. On peut d’ailleurs mettre en évidence le lien qui rattache les 
deux théories. Supposons que ,, ..., w, soient des expressions de 
Pfaff (linéairement indépendantes) à r variables. Si f désigne une 
fonction quelconque de ces r variables, la différentielle df peut mani- 
festement se mettre sous la forme d’une combinaison linéaire des ow. 
En désignant par X; fle coefficient de w, 


(199 = Xi fo, + Xaf os +... + No 


on peut regarder les X; f comme les symboles de r transformations in- 
finitésimales. En égalant alors les covariants bilinéaires des deux 
membres de (13), on trouve 


(14) X,(X,f) XX) = cn Xaf, 


k 


ce qui montre que les r transformations X; f engendrent un groupe 
dont la structure, au sens ordinaire du mot, est précisément caracté- 
risée par les 7* constantes c;;,. C’est le groupe simplement transitif 
réciproque du groupe donné. Réciproquement, la formule (13) per- 
mettrait de déduire d’un groupe simplement transitif donné par ses 
transformations infinitésimales un autre groupe défini par r expres- 
sions de Pfaff invariantes. 


21. Passons maintenant aux groupes infinis et, pour simplifier les 
calculs, supposons-les transitifs; les modifications à introduire dans 
les formules pour les groupes intransitifs seront indiquées ensuite. 

La structure d’un groupe infini transitif est donnée par les for- 
mules | 


wl 
(7) Den: Cijk OO); +» Link OiDp Tatin): 


où les aj, et les c;;, sont des constantes, les premières formant un sys- 
teme involutif. Caleulant le covariant trilinéaire de w, en tenant 


LI 
un 


= 
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compte de (7), on obtient l'expression 


c 


£ SD | LT ‘ LEE LT Fy) ase Car 5 ; Pa A: “re . 
; — Doom, CR Es ; TR STE | 
7. 4 a Ap - £ . | ps oe 7 ’ 


Bee pe Dd (ei Qigk — Qi dipr) TP 
(09) i : ù - 


(15) 
, =F > à (Our Gipr + Cor dypi — CipkOpi) OO Do 
(Apev),0 i. 3 . | * _ + ; ~ + . : ; 
aur >» D (Oui Cor + Cuve Crk Chi Ciuk ) ox Ou Oy. 
vx > | | ir ‘ ale : | 


Remarquons maintenant que les &’ sont des expressions bilinéaires 
par rapport aux @ et aux &, soit 


(16) De = DP peor tp + À He + D> Nur Op ‘ 
(po) À, p . (Ap) “te 


Si alors dans l’expression (15) on annule le coefficient de wo, 0, ,, 
on obtient ~ ~ am 


1, 25.005 D P £ 4, 2,..,p 


(17). D (Qi dix — Aoi dink) = > Dirk Ypo: 
- » | mn 


i 


Les equations (17) ow les Yoor sont des indéterminées doivent donc être 
compatibles. : 


On peut énoncer cette condition sous une forme plus intuitive, Les 
seconds membres des équations (17) sont en effet linéairement indé- 


PN pHa 
2 


pendants par rapport aux quantités y,,;, car les 7? formes 


linéaires \ 
dS on: (A, Raat, 2» a 7) 


~ Tv 


donnent les p expressions &. Par suite, le système (17), s’il est com- 
patible, donne pour les y,,, des valeurs constantes. Les équations (17) 
signifient alors que les p transformations infinitésimales linéaires et 


LL LS 
A 


7 
AS 
a . 
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homogènes 


; ad 
(18) | Uns = > aign ur SE (OT 2b yy D) 
vk 


engendrent un groupe dont la structure est déterminée par les con- 
stantes Yoors 


Donc une première condition nécessaire à laquelle doivent satisfaire 
les constantes a;,x est que les p transformations ce (18) en- 
gendrent un groupe linéaire et homogène. 


Nous désignerons ce groupe par F 


22. Nous arriverons à une nouvelle condition en égalant à zéro 
dans l'expression (15) le coefficient de w,o,0,. 

En se reportant à (16), cette nouvelle condition peut s ‘exprimer de 
la manière suivante : 


x OUTRE | . sure 5 
Le systéme des Ro) équations linéaires aux p°r inconnues z;.. 
"4, 2) sony P Lac 
(19) > (Dan Supr — Auxk Shr) = > (Crp Aipk + Crk Aupi— Ciur Ooi) 
=a 2 ; J 


(emit We? Pee tia Os 32 es D) 
est compatible. 
Enfin une dernière condition nécessaire s’obtient en annulant dans 


l'expression (15) le coefficient de w,0,0,. 
En se reportant à (16), on a la condition suivante : 


r(rf—i1)(r—2) , é fer ee r(r—1) - 
Le systéme des ( 2 ) équations linéaires aux PRE) tnCON- 
nues Vyux | 
1,2, p 


(20) Da, (@ryee Juvr + Quck ude + Cvrk Your) 
CON Wap Byrn. teks) 0) 


1257 
— > (Cruz Civk + Cuvi CaAk CNE Ciuk) 


z 


est compatible. 
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23. Nous sommes donc arrivés à trouver pour les constantes @jox 
et c;;, des conditions nécessaires de quatre espèces, à savoir : 


1° La propriété des aj, de former un système involutif; 

2° La propriété des p transformations infinitésimales U, f de former 
un groupe; 

3° La compatibilité du systeme (19); 

4° La compatibilité du système (20). 


Remarquons que les deux premiéres conditions ne se rapportent 
qu'aux constantes aj, et que, si elles sont vérifiées, il existe un moyen 
de satisfaire aux deux dernières: c’est de prendre toutes les constantes 
c;jx nulles (1). 

Remarquons encore que le système (19), s’il est compatible, ne 
détermine pas complètement les inconnues z,,;; on peut encore 
prendre arbitrairement 


O,+20.+...+ 76; 


d’entre elles; cela résulte de ce que les a;,x forment un système invo- 
lutif. ; 

Si le groupe est intransitif, les deux premières conditions sub- 
sistent intégralement. Les deux autres subsistent également, mais à 
condition d’ajouter aux seconds membres des équations (19) et (20) 
des termes complémentaires. Supposons, pour fixer les idées, que le 
groupe admette les / invariants indépendants æ,, æ,, ..., æ, et que 
l'on ait pris 


Ops dar We AZ, …., On = ax), 


ce qui est toujours possible. Alors il faut ajouter au second membre 
de l'équation (19) le terme complémentaire 


Li 
(19°) ENTRE 


(1) Dans le cas général, les conditions 3° et 4° expriment que, une fois les ink Choisies, 
les constantes c;;x sont assujelties à vérifier deux Systèmes d'équations homogènes 
entières, l'un du premier degré, l’autre du second degré. 
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et au second membre de l’équation (20) le terme complémentaire 


DOr 4. Mune den 
Oxy Ox) Oxy, 


(20°) 


Il est bon d'ailleurs de rappeler que les a; et les c;; ne dépendent 
HOTEL LL ere, 


24. Nous allons démontrer maintenant la réciproque du théorème 
précédent, à savoir que les conditions nécessaires énoncées au n° 23 pour 
les coefficients Ajax et c;;x sont également suffisantes, c'est-à-dire que, sz 
elles sont vérifiées, on peut. toujours trouver r + p expressions de Pfaff 
linéairement indépendantes à un nombre quelconque n2r +p de va- 
riables dont les covariants satis fassent aux relations (7). 


Nous allons faire la démonstration pour les groupes transitifs, elle 
serait la même pour les groupes intransitifs. 
Si 
CF ETES 
sont les ? variables données, il s’agit au fond de déterminer 2(r+p) 
fonctions de ces variables définies par 


Di sp UL, + Ein AH (ie ee eae 1 


Wp = lo, dX, +... + lon An Ley, Derry D): 


Le système d'équations aux dérivées partielles auxquelles satisfont 
ces fonctions s’obtient en égalant dans les deux membres de l’équa- 
tion (7) les coefficients de dx, dag 


05 02} 
an) — = os = Weijn(sin8)8 — 418% )a) + DY Aipe (Sia lp — 516 Leu) 
P (ij) | 4p 
UD enr os Cs a, Byes ay, 72d) 
Nous poserons 
22) ie fe, 
(22) I 0x er 0x8 OX, 


(23) : pr Q 


NN 


P LE FAR APS ER "> ae 
\ ’ 192 LE de d tel E. CARTAN. © : dat; . ogni pee: 3 
ea a 


7 | Le système (21) peut alors être remplacé par un système ( de Pat Er 
re 


[y 
D 7. 
6 a a D 
a 


= (24) dire — Sr des —.. TL Bias 2, eee TS AT, 2, sy Ry i Se 


c 


les poeta Shag À étant liés par les relations (24) . 24 


4 (ij) ie 


(24!) 3rfpa — See + Zara by i 
#4 


qui permettent de prendre arbitrairement les Sup pour lesquels | 

0 . . a> 3 : = 4 ’ ; 

i | Que | 2B, | # “7 
: les autres s'exprimant au moyen des premiers, des z,, et des 4... 


| Nous allons d’abord chercher quels sont, pour ce système de Pfaff, 
1 les entiers caractéristiques, que nous désignerons ici par 


HO; Xi, 2, ..., Pine 


i en réservant les notations o pour désigner les entiers caractéristiques 


az du système involutif des a;,,; on a d’ailleurs ici 
a p41 == Or -- == Gn—O, 


P=, G2+--- +n. ; a 


Si l’on prend les covariants bilinéaires des premiers membres des 


ae 
équations (24), en tenant compte de ces équations elles-mêmes, les - 
expressions de Pfaff nouvelles qui s'introduisent sont, à part les dx,, 

| les différentielles ee su: 
54 As pag e lew 

À et les différentielles 
“Has * 
: ces dernieres n ‘entrant es que par mb combinaisons 

| (25) Saya si dis ap ding) CR A MR eee 
ny ae ie 


On a donc déjà immédiatement - 


(26) Qt ee \ 


eed. -. 


\ 
\ 
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Pour calculer les X, considérons d’abord les expressions (25) pour 
lesquelles « et 8 prennent toutes les valeurs inférieures ou égales aun 
nombre donné k et cherchons le nombre de celles de ces expressions 
qui sont linéairement indépendantes. Or ce nombre n’est autre chose 


que celui des équations indépendantes qui expriment que les À élé- 
ments linéaires 


or Wi wo 
— — NE id ge = (He oy ee re) 
tod 162 UT tna 


sont en involution deux à deux par rapport aux r expressions bili- 
néaires 


DTA CES, sy r); 
i,p 


ce nombre est donc 
Gy Oy dal + (0, boston. + on). 


On déduit de la tres facilement les valeurs suivantes des Y; dont 
chacun est la somme de deux entiers, l’un se rapportant aux différen- 
tielles dix, (a 726), l’autre aux expressions (25): 


=e 
2, =r(n—1) +0, 
2, =r(n— 2) + o,+ G2, 


=, 


PARU EEN MEN | COCO ee dei le 


(27) 


Par conséquent, pour que le système soit en involution, il faut et il 
suffit que le nombre des paramètres, dont dépend l'élément intégral 
le plus général d’ordre zn, soit égal à 


(28) Pr D à, 
autrement dit, en désignant par 

| D ESN es exten dh 

les entiers caractéristiques du systéme prolongé, on doit avoir 


DE. + Bt (2 — 1) 24+ (2 — 2) 2, +06 My SH 2Q. 


~ 
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95. Pour former le système prolongé du système de Pfaff (24), 
considérons d’abord le cas extrêmement simple du système 


Osx 056 idee a, 
(29) a Due (2, Saag ope eens 


les Aug étant des fonctions données desæ. Les équations qu'on obtient 
en différentiant les équations du système peuvent se ranger dans deux 


catégories : 
LA Q = , | HER 
1° Des équations qui ramènent les ~——*— 
0.xg Oxy 


des æ, à celles d’entre elles pour lesquelles on a 


gape y; 


» à des fonctions près 


2° Les relations 


OAgy | OAyn — OAag 
Oxy dag * Oxy =o (a, PL By rs 00 


entre les dérivées des fonctions A,g; ces relations expriment d’ailleurs 
simplement que le covariant trilinéaire de l’expression 


dz,dxz,+ da drs+...+ d3,dzx, 


est identiquement nul; par suite, elles peuvent s’obtenir en appli- 
quant l'identité fondamentale au covariant bilinéaire de l'expression 


inconnue 
31 ÂTi + Se dto +... + Sn dan. 


D'après cela, les paramètres dont dépend l'élément intégral le plus 
général d'ordre n du système de Pfaff (24) sont les 4,8, et les 48. 
Mais ces quantités sont liées par des relations de deux catégories : 

1° Les unes ramènent, à des combinaisons linéaires près des Logs 
tous les 54,8, à ceux pour lesquels 


| a2 Bry 
et qui sont en nombre 
R(R+HI)(R +2) 
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2° Les autres établissent des relations entre les ts Seuls, et l'on 
peut les obtenir en appliquant l'identité fondamentale aux covarianis 
bilinéaires des expressions de Pfaff inconnues 


yy Gay see Ge 


Or l'application de l'identité fondamentale aux w exprime tout 
simplement que l’expression (15) (n° 21) est identiquement nulle. 
D'après l'hypothèse même on peut trouver des constantes y, #9, 
Yours telles que les expressions bilinéaires 


, À c = ; @ ; 
(DRE > Yoot Bp Wo + > 5).97 ON Wg + dur G)) Wy, 
(po) À, p (Xp) 


annulent (15). Les expressions les plus générales qui satisferont à 
ces conditions s’obtiendront alors en leur ajoutant les expressions 
bilinéaires IT, les plus générales qui annulent 


> aipeo ly Ro ay mercies ie - 

ip 
Or, d’après un théorème démontré au Chapitre I* (n° 8), si l’on con- 
sidére le système involutif prolongé du système des a;,, et qui provient 
de l’élément le plus général d'ordre x qui annule 


Zaroivp, 
soit - i 
= 
me à bain: (= 25) D), 
i,) 


ona 


T=) bacon Ce MT AE 
Den 


Nous voyons alors que le nombre des typ indépendants se calcule 
comme tout à l'heure celui des =43; ce dernier était 


Z,+2,+...+2,; 
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ici il faudra remplacer 


7 par Pp, 

go, par Ti+ Got... + On 

G> par Dar cr» 
ae dope ; 

On par : Cns 


les entiers caractéristiques 9’ du système involutif des d,, se déduisant 
en effet des s du système des aj, comme l’indiquent les formules pré- 
cédentes. 

Donc le nombre des paramètres dont dépend l'élément intégral le 
plus général d’ordre 7 du système (24) est, d’après les formules (27), 


n(n+1i)(n +2) 
Pe 


6 + pr 


+ p(n—i)+e; | 
+ p(n—2)+a0,+¢, 


+ p—I +o,to,+...+5),_, 
n(n-+-1)(m+ 2 MAG ses! 


Bo Mae GER TP PETER ES 2 
SUN 2) —(n—3)(s+ 02) 


—...— (oO, 4+ G2+5..+ On-2). 


On vérifie sans peine que ce nombre est égal au nombre (28), ce qui 
démontre bien la propriété du système (24) d'être en involution. 

On voit de plus, d’après ce qui précède, que les valeurs des 3,, et 
des ¢,, sont absolument arbitraires, que par suite il existe toujours une 
infinité d’intégrales pour lesquelles les 7 + p expressions de Pfaff w eto 
sont indépendantes. Cette remarque démontre complètement le théo- 
rème. 

On peut aussi, de la démonstration même, déduire le degré d’indé- 
termination de la solution. Elle dépend en particulier de 


O—(Zi+...+ 21) 
fonctions arbitraires de x arguments; ce nombre est égal à 


+20 + 302+... + Non + ROne 


1 


SN ae a DY 
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Enfin l’on peut remarquer que dans le cas des groupes finis la 
démonstration est à peu près immédiate; on peut la considérer 
comme une des démonstrations les plus simples du troisième théo- 
reme fondamental de la théorie des groupes de Lie. 


26. Pour terminer ces généralités, nous allons montrer comment 
on peut, dans certains cas, réduire le degré d’intransitivité d’un groupe 
sans changer sa structure et nous nous appuierons pour cela sur la 
remarque suivante sur ur nous reviendrons en détail dans le 
Chapitre suivant. 

Si l’on considère les r expressions de Pfaff 


Om. ny coors Op 


laissées invariantes par le groupe, elles définissent, égalées à zéro, un 


système complètement intégrable, puisque les covariants w’ s'annulent 
tous avec les w. Désignons par 


Xr, Woy LORS Tr 


les intégrales de ce système, nous supposerons que les / dernières 
soient précisément les invariants du groupe. Ces r variables æ sont 
échangées entre elles par le groupe, en vertu des équations 


y — wx = 0 (K=1, 2, 5, r) 


qui expriment tous les dX, en fonctions linéaires des dx. De plus, si 
l’on pose 

Of = py AL, + La da +... + Opp Ax, CARD ne, I’) 
les «x; dépendent de p fonctions nouvelles indépendantes des x et 
toute transformation du groupe qui laisse invariantes æ,, æ,, ..., æ, 


laisse manifestement invariants ces coefficients. Par suite le groupe 
considéré est le prolongement holoédrique d’un groupe en 


D Die trs Le 


Ce dernier groupe a d’ailleurs manifestement ses équations de défini- 
tion du premier ordre. Il peut être pris comme représentant la struc- 
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ture définie par les coefficients qui entrent dans les w, : 


: Q ‘ ~~ : e 
(7) =D caov+ Y, aime (Res rase tpm) 
(ij) À 


di 


27. Une autre remarque importante est la suivante. Considérons les 
pr équations de Pfaff 


(30) Dai 0 (rex, cosy PS EST Ose eta) 


Elles forment un système complètement intégrable. Supposons en effet, 
ce qui est toujours possible, que ce système soit 


Die Ve OP | GER) 


alors les a;,, sont tous nuls pour > q et, parmi les formes linéaires 
Ea;xw;, il y ena g indépendantes. Il s’agit de démontrer au fond que 
l'on a | 


(31) Co+0,9+8,4— O (4618, ol eS QE CREER SOS 


Or l’application de Videntité fondamentale donne, en prenant le terme 


en . 
Dq+a%q+PB Wo, 
la relation 


= 
D GipkCgtu,g+pi—0. (PH), By ps KI, By 4,78 A, PE, 2, «2,7 —Qh 


? 


et par suite on en déduit les relations cherchées (31). 


28. Cela étant, supposons, comme nous l'avons déjà dit, que 


Ty h419 ss Ty 
soient les A invariants; 


REG PROPRES EEE DRE PR En EE QUE 
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les équations du groupe donné G. Cherchons ce que deviennent ces 
équations quand, dans les seconds membres, on donne auxg intégrales 
du système (30) des valeurs constantes. Les équations (32) défi- 
nissent alors la solution générale du système de Pfaff 


(33) . Q,— wy= 0 TT), 


où les w sont liées par les relations (30). Les covariants bilinéaires 
des premiers membres de ce système sont alors nuls en tenant compte 
des équations (33); par suite le système est complètement intégrable et 
son intégrale générale dépend de r — A constantes arbitraires. 


Autrement dit les équations (32) du groupe peuvent se mettre sous la 
forme 


ou les f sont des fonctions par faitement déterminées de leurs arguments, 
indépendantes par rapport aux A, et où les A ne dependent que des q inte- 
grales du système (30). 


Parmi ces g intégrales de (30), il peut y en avoir un certain nombre 
qui soient des invariants du groupe; supposons qu'il y en ait A’ et A’ 


seulement, soit 
Ly—h+19 DMC Tyh+h 


que nous désignerons, pour plus de simplicité, par 
Yi ROQDX d'h'. 


Simaintenant nous donnons aux autres des valeurs constantes fixées 
une fois pour toutes, ainsi qu'aux autres variables, .., 2, inde- 
pendantes des précédentes, nous voyons que si dans les formules (32) 


on donne à 
Lis Loy Jane" e. 9 Lyh 


des valeurs constantes 


0 0 
Le Xs, ILE J By hy 
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elles se réduisent à 


X; A (Lr=n+1 cs Tr; Ay, CRE A5) 
ER RES RARES pha peg Me Oa : 
Mropse frank Werke as NCAA) Ty; Aj, eeeg Ash) 


où les f' sont des fonctions déterminées de leurs arguments, indépen- 
dantes par rapport aux A, ces quantités A étant elles-mêmes des fonc- 
tions des A’ invariants y. 

Nous pouvons d’après cela faire un changement de variables tel que 
ces équations se réduisent à 


\ x, aA 
(36) Ce tee oi A 
| X=; = Ayn 


et ces formules (36) indiqueront alors la transformation la plus géné- 
rale du groupe G lorsque les valeurs initiales 


Lis Les cs Lr-h 


sont r — A fonctions déterminées des invariants. Supposons qu’il en soit 
ainsi. Je dis alors que dans la transformation la plus générale du groupe 


X; = 91 (2, +9 Lrhs Ly—h+iy “9 x,)s 
(37) Sie hs Shane alles sine es as eee see cieneceiaveterena tet ; 
| D Er Orn (Tr so Trhs Lyp—hity 9 XL, a 


les fonctions © ne dépendent pas des h — h' derniers invariants. En effet, 
en faisant d’abord la transformation la plus générale de la forme (36) 
puis la transformation (37), on doit trouver encore une transforma- 
tion de la forme (36); or cette transformation résultante est 


| ne = 9: (Ai, ve LES Lphi+is se) Tr) 
PER a MOT pe EE tel ay tt aoe ee 


Les seconds membres ne devant dépendre que des A’ invariants yret 
les A ne dépendant eux-mêmes que de ces 4’ invariants y; ilen résulte 


\ 
\ 


ar 
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que les fonctions » ne dependent pas de 
Ly Nnth'tis es Lye 
En ajoutant aux équations (37) les équations 


Y, == 19 
s..) 


re Ÿ'h's 


on voit que l’on obtient un groupe G à h’ invariants seulement et 
r—h-+h’ variables qui est manifestement isomorphe holoédrique 
au groupe donné G, puisqu’en le prolongeant holoédriquement par 
les À — A’ équations 


NP tre, (= 0,452 8, D h= 7) 


on obtient un groupe G semblable au groupe donné G. 


29. La remarque suivante donne tout son intérêt pratique au théo- 
rème précédent. On peut déduire le groupe G ar variables du groupe G 
en donnant aux À — k' invariants 


Ly—hth' +19 cs Ly 


des valeurs constantes (ou fonctions déterminées des invariants y). 
Comme G est semblable à G, si dans ce groupe donné G on donne aux 
mêmes À — A’ invariants des valeurs constantes, on obtient un groupe 
semblable à G', à k' invariants et r — À +A’ variables. On peut donc 


x 


énoncer le théorème du numéro précédent sous la forme suivante : 
Étant donne un groupe admettant h invariants 
Le U,, ...s U,, 


et dont la structure est définie par r expressions de Pfaff; dont les 
covariarts ont la forme 


Q —_— > 
(7) = croi + Yin oi Se M Les T)) 
(i) i,p p 
Ann, Ec. Norm., (3), XXI. — Mat 1904. 20 
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on considére parmi les expressions de Pfaff 


(30) SY aig oi (D 2, cs sy 50h = RS EEE 


toutes celles qui s'expriment en fonction linéaire des dU;; st elles sont au 
nombre de k', on établit entre les invariants h — h' relations indéper- 
dantes quelconques, assujetties seulement à n'établir aucune relation entre 
les expressions (30). Le groupe ainsi obtenu est isomorphe au groupe 
donné et n'a plus que h' tnvariants ; pour ce nouveau groupe h —=R°des 
expressions © peuvent s'exprimer en fonctions linéaires des autres, les 
coefficients ne dépendant que des h’ invariants restants. | 


Nous donnerons à ces 2’ invariants le nom d’essentiels. 

En particulier, si le groupe est fini, il est toujours isomorphe à un 
groupe éransitif. Cela n’est plus vrai si le groupe est infini; dans ce 
dernier cas il ya manifestement un degré minimum d’intransitivité 
pour chaque structure donnée. 


30. Nousallons rapidement, pour terminer ce Chapitre, déterminer 
toutes les structures pour r=1 etr = 2. 

Considérons d’abord le cas de r — 1. Il est clair que la seule strue- 
ture possible est donnée par la formule 


on = 0101; 
on pourra prendre par exemple 


= Yi di, 
ce qui donnera le groupe 


X,;=f(2,), 
qui n'est autre que le groupe général à une variable. 
31. Soit maintenant 


Le 


A chaque structure possible est associé un système de nombres 6, 
et 5, qui indiquent le degré d’indétermination du groupe. Il y aa cet 
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égard cinq cas possibles : 


CHERE Ge == 0, Pie US 
Gi —2; Ta — 0, P — 2; 
Gi —— Fy C2 — 1, P=2; 
oy =e Coes Den; 
Gi; yh, pes Gs 


Dans les cas (a) et (b) les transformations du groupe ne dépendent 
que de fonctions arbitraires d’un argument; dans les cas (e) et (d), 
d'une fonction arbitraire de deux arguments; dans le cas (e), de deux 
fonctions arbitraires de deux arguments. 

On voit sans grande difficulté que, en effectuant au besoin une sub- 
stitution linéaire sur ©, et w, et en désignant par IL, et IE, deux com- 
binaisons linéaires des expressions bilinéaires 


on peut prendre 


\ Il, = oo, 


> A161 G1 Wp +» A201 Gao, 


p p 


di dp2010p +Ÿ A369 Wo, 
p ig 


Il = ; Ul = , 
1 | 1— WO, (bs) 1— 0 |W, 


II, = 020, Il, = 6,02 + 20), 


{ os, +ow:, 


(d2) | 


II, = 0,03 — 0201, | 


(a) | I —=0 
OI =a) Lo 

(b;) | me 

es | II, =0,0,;+ 202, 
| IL — 0, 

d ) ( I =, 

( : | Ii, = © © + Oo D 39 

7 \ I], = ©, © + 02.02, 
| Il, = 0,0; +020, 


Dans chacune de ces formules, IL, et IT, désignent en somme, à des 
termes près en ©,,, deux combinaisons linéaires (à coefficients fonc- 
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tions des invariants) de w, et w,, soit 


LA 
= On salts Db, 55 


I, = a,0'; + 6205. 


[ nous faut alors exprimer dans chaque cas que les p transformations 
infinitésimales linéaires désignées par U / dans le Chapitre précédent 
forment un groupe, ce qui établira des conditions pour a,, b,, a, by. 
En tenant compte dans chaque cas du degré d’indétermination qui 
reste encore dans le choix des w et des &, on arrive aux formules 
suivantes, dans lesquelles on a provisoirement négligé les termes 
en WW. : 


[oi =o, a, \ Oye 0. 
(a) ; (a) UNE 
| O3 —0, 6), — GO) 
LA / ! 
| 6), —0iv;, ( G),;—= ©, W), ( 6); — NG), Wi, 
(bi) ; (Ds)ig ; (bs) ’ 
Op = 102 | w,—= 020, Op = 6402 + 2D, 
/ 
[Oo = 0B, + 0202, 
(c) , 
ET 
(di) = 0101, (dy) | D = 101 + Da); 
dy : 
| 6), = 6102 + 023, { w= ©, 03 — OD), 


{= @,0,-+ 0:0), 


lo, = 1, W3+ Dy. 


Comme on le voit, il n’y a que dans le cas (b,) qu’on trouve un 
paramètre essentiel m qui est d’ailleurs ici une constante, car le 
groupe dans ce cas ne saurait avoir d’invariant. 

Enfin il reste à déterminer les coefficients de w,w,; en ajoutant 
au besoin aux & des combinaisons convenablement choisies des w et 
en tenant compte de l'identité fondamentale on arrive aux formules 
définitives suivantes : 


x / 
( @), = 640, @,=0, @) y == @) 10. 
(a) ie (a) | re Cy ea ; 
= 0, Do = 1D), Ws — 4), Dy, 
/ 1 / ’ 
=D), = 0D, 6), = MO,o 
(b,) \ (ba) | : CES | ; pie 
{ ©, = 01 Wa, 0), = W2 Wo, | Gy = W1W2+ WoW], 


\ 
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Â L2 
| @, = O0 + Gi, A 
CON eae Pian. 
IRC 
! 1 / 
G), = 6), W1, 6), = 0, oi + Ga Wo 
chy Nae CR | 
@), = 6) D + O23, [| @), = 0), W3— 2W1, 
/ — 
(e) { ©; = 015, + 0m, 
| D, = 0, W3-+ 02 Wy. 


On ne peut avoir de groupe intransitif que dans les cas (a!) et (c); 
on pourrait aussi, dans le cas (a), prendre pour o, la différentielle 
d'un invariant, mais, d’après le théorème de la fin du Chapitre II, ce 
groupe serait isomorphe à un groupe transitif pour lequel 7 serait 
égal ar. 

On arrive donc finalement, pour r= 2, à douze structures : dix 
transitives et deux intransitives. Les théorèmes généraux ultérieurs 
montreront d’ailleurs que le groupe (a, ) est isomorphe au groupe gé- 
néral à une variable. Voici, dans chaque cas, comment on peut 
choisir @, et w, : 


f 4 iB ax, 
( y= Yi dX, (a!) | = dx, (a!) ae Lo 
Ho, == dxs, ne Og AP, 1, AL, 1 dx, 
fs : F Dh + 31 dx, 
T2 
y —= Y1 AX, (D ( = y¥,dxX, (b,) ( ne Var, 
| Go = dx, + Je dx, : Wa = Va Las ; | Wy= V1 dLs+ Jo dx, 
( y= Yi da, + Ya AX», 
| BAT»; 
id Op ==) Vi ty redire 
ie gh Cae (d;) se VE a (Y1Y4 — JaJ3 1); 
Wa V2 AL + Vs 422, lo = ¥3da,+ y, dx, 


= Ji AL, + Va AL, 
a= V3 dx + Vi das. 


Enfin, les formules suivantes donnent, dans chaque cas, les équa- 
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tions finies du groupe & deux variables correspondant : 


Xe tr), A (Xie). on) wea, a ( Sse fle) 
| X,=22,+4, à | X,= do + fai), i‘ X,= Ze f' (21), 
Xi= f(x), Ni Ti | Rite) 


(bi) | (b;) | 


X2= 2+ 9(%), X:= el f)(21) "age 


} Neer ou Lo + a, 
Diva (d:) Sep he ae avec Df 9) =I, 
X,=0(ay, x2), Xe = 9( 21, da) D(x, 22) 

| Xi = JT, 22), 

| X;: — (Ti, £2) 


On voit bien que le groupe (a,) résulte du prolongement holoé- 
drique du groupe général à une variable. On remarquera aussi que 
tous ceux de ces groupes qui sont transitifs, sauf les deux der- 
niers (d,) et (e), résultent du prolongement hémiédrique d'un 
groupe fini ou infini à une variable. 


(A suivre.) 


SUR UNE FONCTION TRANSCENDANTE 


ET SES APPLICATIONS 


À LA SOMMATION DE QUELQUES SÉRIES. 


Par M. Grorces VORONOI. 


INTRODUCTION. 


La formule sommatoire d’Euler-Maclaurin et la formule de Fourier, 


pour le développement de la fonction f(x) en série trigonométrique, 
ont leur origine commune dans le théorème suivant (') : 


nb n<b 
Wee T i I ; 4 ; ; 
THÉORÈME. — La somme = > f(n) + = De f(n) peut être développée en 
n>a an? a 
série infinie 
n£b n<b b © b 
J I tal 
(1) Si + Din f fa)de+ Yo f flz)cos2tna dx 
n>a nZa Ke n=1 He 


à condition que la fonction f(x) soit continue dans l'intervalle a <x <b 
et ne possède dans cet intervalle qu'un nombre limité de maxima et de 
minima, a et b étant deux nombres réels quelconques. 


En faisant dans la formule (1) 


LQ) =f(e+1—2), 220; b=x2+1 


(1) Voyez, par exemple, Vorlesungen über Zahlentheorie von Lejeune-Dirichlet, heraus- 
gegeben von Dedekind (Vierte Auflage, Braunschweig, 1894, supplément I, p. 288) et 
aussi le Mémoire de M. Franel: Sur la formule sommatoire d’ Euler (Mathematische 
Annalen, Bd. XLVII, p. 433). 
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et en supposant que o << 1, on obtient l’égalité 


x +1 | g v+1 
1dr Sa f f(æ+i—t)cos2ratdt 
a 


OT flere 
os n=1 
qui, après la substitution ¢=a+1—u, se réduit à la série de 


1 
J{u)sin2rnau du 


Fourier 
| 
Han rudes X] seosanne f J{u)cosarnaudu+2sin2Trnx 
2 1 f à 
(oran 
L'intégration par parties effectuée dans Ja formule (1) conduit au 
résultat suivant : 
n=b b m—1 
an Spy= f far + D(— obra) £0 (6) — rea) f(a] 
n>a He k=0 
b 
+ (— il Tia (2) f Olds iO IS tas) 


= NV (— L)h+Le?Tnxi 4 jh+i e?Tnxi 
(aTa)"" 


où l’on a posé 


eo 
I SIN2TA2T 
TNT) (ee 2 t D = 
0 ) 2 ( Vas > 2T Nn = rx(æ) sd 
r=1 , n=1 
MS A i 


le symbole e(a) a la valeur o quand a n’est pas un nombre entier 
ete(æ) = 1 quand a est un nombre entier. 
En supposant que a et 6 soient des nombres entiers, la formule (II) 


b 


ip rate) ft (x)dx 


devient 
nSb ñ m— 1 
@ 
LH = fa) de + SAULT (0) — JO (a) + (— 1)" 
n>a F k=0 ok 
(UNE Te 


‘ Lf I 
ou Ay = > A, = > eee 


LE, 
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C'est la formule sommatoire d’Euler-Maclaurin avec le reste pré- 
senté sous la forme de Poisson ('). 

La formule (IT) présente une généralisation de la formule somma- 
toire d’Euler-Maclaurin due à M. Sonine (*). 

Dans les recherches concernant la sommation des séries multiples, 
on rencontre souvent des sommes qui dépendent des valeurs des 
fonctions discontinues. Dans tous ces cas la formule sommatoire 


d’Euler-Maclaurin n’est plus applicable, et l’on ne parvient, en 


général, à surmonter les difficultés qui en résultent qu’à l’aide des 
méthodes particulières. | 

Le problème le plus simple de cette espèce est le suivant: étant 
donnée une fonction analytique f(x) et une fonction numérique =(n) 


qui nest déterminée que pour les valeurs entières de la variable n, on 
n <b 


n<b 
demande la valeur de la somme ~ 7 (2) f(r) Le -> a(n) f(n) C). 
n>a n> a : 


Les études que j'ai faites pendant plusieurs années des différentes 
sommes de cette espèce m'ont amené à remarquer que la formule (1) 
peut être généralisée, et je suis arrivé au résultat suivant : 


n£b n <b 
re, i Re I Are 
Tuéorème. — La somme => c(n) f(n) + = y(n) fl) peut étre 
ae. 4 n>a nea 
développée en série infinie 
n£b n<b 
(x) D Ce) f(r) + = D ela) s(n) 
n>a nZa 
A 0 = ab 
=a f(a) 3(w) de+ Yix(n) | Uf ei Tbe) eae, 
fe 121 i 


(1). Poisson, Mémoire sur le calcul des intégrales définies (Mémoires de l'Institut de 
France, année 1823, t. VI, p. 571). 

(2) M. Sonine, Sur une intégrale définie contenant la fonction numérique [x | (Bulle- 
tins de l'Université de Varsovie, 1885, n° 3, et aussi: Sur les polynomes de Bernoulli et 
leurs applications ( Bulletins de l’Université de Varsovie, 1888, n° 3) (en russe). 

(3) Voyez, par exemple, deux Mémoires de Kronecker : 1° Ueber eine bei Anwendung 
der partiellen Integration niitzliche Formel; 2° Ueber eine summatorische Function 
(Sitzungsberichte der Academie der Wissenschaften su Berlin, 1885, p. 841, et 1889, p. 867); 
voyes aussi : Vorlesungen über Mathematik von Kronecker, Bd. 1, Leipzig, 1894, p. 147). 

Ann. Ec. Norm., (3), XXI. — Mat 1904. 27 
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à conduion que la fonction f(x) soit continue dans l'intervalle a Lx <b 
et ne possède dans cet intervalle qu'un nombre limite de maxima et de 
minima, &(x) et a(x) étant deux fonctions analytiques qui ne depen- 


dent que de la fonction numérique 7(n). 


Le but de ce Mémoire est de démontrer le théorème énoncé dans le 
cas où la fonction numérique 7(7) désigne le nombre des diviseurs 
du nombre entier positif ». J'ai obtenu le remarquable résultat 


suivant : 


En supposant que le symbole <(n) désigne le nombre des diviseurs du 
nombre entier positif n, on peut poser dans la formule (+) 


S(æ)=logx + 20 et a(x)=2[ËE(4rr)+n(4r°z)], 


où C désigne la constante d’Euler et les fonctions Ë(x) et n(æ) vérifient 
les équations différentielles linéaires du second ordre 


n(x) , dn(x) +n(æ)=o 


A ee 
LUE de to de AFS é dat dx 


Les intégrales des équations différentielles (1) sont bien connues 
depuis les travaux de Fourier et de Poisson ('). On les appelle quelque- 
fois fonctions de Fourier ou de Bessel ou encore fonctions cylin- 
driques. Les fonctions (a) et n(x) rentrent dans la classe des 
fonctions étudiées par M. C. Neumann et on les appelle aussi fonctions 
de Neumann de la seconde espèce (2). 

La fonction que je désigne par £(æ) peut être représentée par l’in- 


(1) Fourier, Théorie analytique de la chaleur, Chap. VI, p. 332 (OEuvres de Fourier, 
t. I, Paris, 1888); Poisson, Mémoire sur la distribution de la chaleur dans les corps 
solides, Section Ill’, p. 335 (Journal de l'École Polytechnique, 19° cahier, 1823). 

(?) Voyez M. C. Neumann, Theorie der Sessel’schen Functionen, Leipzig, 1867; 
M. Lommen, Studien über die Bessel'schen Functionen (Leipzig, 1868); M. NicoLAs, Etude 
des fonctions de Fourier (Annales scientifiques de l’École Normale supérieure, Supplé- 
ment au t. XI, 1882); MM. Gray ano Marnews: 4 Treatise on Bessel functions and 
their applications to Physics (London, 1895). 


\ 
\ 
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tégrale définie 


2 —2 112€ 
E(æ)=2 f en 
1 


ve—t 


à condition que la partie réelle de ÿx soit positive. 

Quelques-unes des propriétés de la fonction £(x) ont été indiquées 
par Riemann (') et démontrées par Stieltjes (?). 

La plus importante propriété de la fonction E(x) qui, à ce que je 
crois, n’a pas été publiée jusqu’a présent, est la suivante : 


Tutontme. — Le carré de la fonction d’Euler T(s) peut étre repre- 
senté par l’integrale définie 


T%(s)= fo a-tE(æ)dr, 


0 


a condition que la partie réellz de s soit positive. 


En vertu de ce théoreme, la fonction (aa) rentre dans la classe des 
fonctions remarquables qui sont définies par l’équation 


(2) DORE k) dx 


pour les différentes valeurs de l'indice #. D’après cette définition, ona 
CU care et 916 (ry2)—=E(Z), 


Comme la fonction exponentielle e~” appartient à la classe des 
fonctions définies par l’équation (2), en toute justice il faudrait, à 
mon avis, les appeler ultra-exponentielles. 

Je définis la fonction n(æ) par la formule 
(—æ+pi)+E(—x—pi) 


: 
(2) = lim 
p=0 = 


à condition que 2 >o etp > 0. 


(1) Riemann, Zur Theorie der Nobilischen Farbenringe (Riemann’s gesammelte mathe- 
matische Werke. Leipzig, 1876, p. 58). 

(2) Srerrses, Recherches sur quelques séries semi-convergentes ( Annales scientifiques 
de l’École Normale supérieure, t. NI, 1886, p. 201). 
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Dans mes recherches un rôle important appartient aux fonctions 
cylindriques que je désigne par &(x) et m(x), (A=0, 1, 2,---). 
Ces fonctions sont définies, d’une part, par la formule 


| | | 
¥(5) 12 ane 
2 = k—- 
Ete) = oe sine a ete (42 — 1) 2 dt 
r(k+ :) 
2 
à condition que la partie réelle de ÿx soit positive et, d'autre part, par 
l'égalité 
Ex(— x + pt) +ér(—x—pi) 


np (2) = lim = o 
p=0 “ 


ou co O Ath p eet, 


La fonction &,(+) peut être développée en une série semi-conver- 
gente (') te 


VGA +21 <0) (2k +21 — 3). (28+1— 22) 
(3) Ce) =Vr(Vz) Ae AD ae 1) ( Ta (9k --1 = hs 
A=0 \s (I0VT 


. (2k +2n—1)(2kK+2n—3)...(2k +1—2n) 


ni (16x )” 
Maen OL Ticked ies O, 1 te ts 
Ce développement subsiste pour toutes les valeurs complexes de la 
variable x, les valeurs négatives de x et la valeur 2 = o étant exclues. 
Le développement de la fonction n,(æ) en série semi-convergente 
est le suivant : 


(4) 


no =) TS (2k+2A— ten se 1— 2h) 
rA=0 Al G6Vx )* 


X COS Gr ab ( ang ge ‘) | 
2 2 


5 (2k + an—1)(2kK+2n—3).. (2k+1—an)} 
n! (16Vzx)" | 


OÙ —1<3<1,æ>oetn2#, GR ErO, PE 


iy Foyez, par exemple, le Mémoire. de Hankel : Die Cylinderfunctionen erster und 
sweiter Art (Mathematische Annalen, Bd. 1, p. 491). 


Ss 
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La forme remarquable du reste de ces séries permet de les em- 
ployer avec succès dans les recherches concernant les fonctions , (a) 
et m(x), quoiqu’en faisant n — + dans les formules (ojretrC4) on 
obtienne des séries toujours divergentes, quelle que soit la valeur 
de x. 

J'introduis dans mes recherches une nouvelle fonction g(x), repre- 
sentée par la somme de la série infinie 


eo 


(5) g(a) = D r(n)E(érnz). 


n=1 
La on es est tout à fait analogue à la fonction =, Une 


Due 4 . I 
des propriétés les plus importantes de la fonction == est, comme 


on sait, le développement de cette fonction en des fractions simples 


I 


if I I I I 
PDT eae x SE ee mean ae 
CS Pme 2 2 TL QT ana 1t æÆ— NL 


uw 


La fonction g(x) jouit de la propriété analogue, et l’on a la formule 
fondamentale 


(6) g(#)=— 7 loge —>C— Re ADS (moe E (— +=). 


Amar Dot ren 
n=1 


Je déduis cette formule à l’aide de la formule connue de Riemann (*) 


TS 
DICO 


(7) (i$) (27 


—T(s)&(s). 
Il est digne d’attention que la formule précédente et la formule de 
Riemann, mise sous la forme 


4 cos? © 


GS) =a TH(s) 648), 


(2) Riemann, Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegeben Grosse (Riemann's 
Werke, p. 137). 
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présentent le résultat de l’application de la formule générale (+) aux 


Cas 
flay=HE(Grtx) et f(w) =a". 


On en pourrait conclure que la formule de Riemann (7) peut servir 
de base aux recherches concernant l’application ultérieure de la for- 
mule (+) aux fonctions numériques 7(”, #) définies par l'équation 


co] Jk 
ck (s) Sy siete 


ome | 


La formule fondamentale (G) fournit un moyen à l’aide duquel on 
nib 
peut représenter la somme d+) f(n) par les intégrales définies. 


a>a 
De cette manière je trouve l’expression suivante pour la fonction 


numérique 9; (a) représentée par la somme 


< 
TC 


(8) ox(x) = Ÿr(») Saas 


n>0 


n 


pee a —1)k x 
ok(æ) last Deer ou+S; (— A) = TH + r,(x) 


OR 
rk(æ)= > 0 robe ae es M e(t)de 


+ sal [CEE g(— a+ ti) —(— tk g(— æ—ti)lidt. 


Le symbole (x) a la valeur o quand + n’est pas un nombre entier 
positif et désigne le nombre des diviseurs de + quand x est un nombre 
entier positif. 

D'après cette formule, la fonction analytique 


(10) if ioe EC 2 Sr C0 je ee 
- PA) 


À=0 
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présente la valeur asymptotique de la fonction numérique ok(æ): La 
question de savoir : avec quelle erreur la fonction (10) représente-t-elle 
la fonction numérique 9,(#), surgit naturellement. 
Le cas le plus simple de =o a été l’objet de plusieurs recherches ('). 
On représente ordinairement la fonction ¢,(a) qui est définie par 
la formule 


n£x 
gotz)= Ÿ t(n) 
n>0 
sous la forme suivante : 
nov 
Neg, 
©] — HE 
D, (x) hi 
24 


Lejeune-Dirichlet a démontré que la fonction 9,(x) a la valeur 


asymptotique 
x (loge + 2C —1) 


qui représente la fonction o,(a) avec une erreur dont l'ordre ne sur- 
passe pas Vx. Peu de temps avant sa mort, l’illustre géomètre a fait 
une nouvelle découverte concernant la fonction 9,(a), comme on peut 
le conclure, d’après la lettre de Lejeune-Dirichlet à Kronecker datée 
du 23 juillet 1858 (*), mais les nouveaux résultats concernant la 
fonction 9,(2) trouvés par Lejeune-Dirichlet n’ont pas été publiés, 
et, jusqu’à présent, on n’en sait pas plus sur le reste de la formule 


0)(v)=a(logxz+2C—1)+R(z) (8) 


qu'après la publication, en 1849, du célèbre Mémoire de Lejeune-Diri- 
chlet : Ueber die Bestimmung der mittleren IWerthe in der Zahlen- 


theorie (*). 
La recherche de l’expression analytique précise pour la fonction 


(1) Vovez Zahlentheorie von Paul Bachmann. Leipzig 1894, Zweiter Theil, XII Abschnitt, 
p. 397. 

(2) Lejeune-Dirichlet’s Werke, Bd. I, Berlin 1897, p. 407. 

(3) Pai démontré récemment que l’ordre du reste R(x) ne surpasse pas celui de la 
fonction Yxlogzx. Foyez mon Mémoire : Sur un problème du calcul des fonctions asym- 
ptotiques (Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. CXXVI, p. 241). 

(*) Lejeune-Dirichlet's Werke, Bd. ll, p. 49. 
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numérique ,(æ) présente un problème fondamental en vertu de la 


formule 

7 n£b | 

Ge ef = 200) M0) — la) sla) — fete) dftæ). 
n>a 


b 2 
Dans cette formule le symbole f o,(x)df(a) désigne l'intégrale 


définie prise dans le sens de Stieltjes (‘) et a la valeur bien déterminée 
tant que la fonction f(a) est continue dans l'intervalle a << x < b. 
En vertu de la formule (9), la fonction 9,(a) a pour expression 


(12) (x) = zx(logxz +2C—1)+ ; = =t(æ) 


a] 


en 2. * g(t) de + fo [g(— x + ti) — g(— x —ti)]: dt. 
A l’aide de la formule (5), je trouve 


f- [g(—x+ti)—g(—xr—ti)|idt 


ow Eqrin(—x+pi)+i,4ren(— x — pi) 
ins tye) : : 


l TS 
p=0 Ann 


La recherche de la limite de la série obtenue offre le plus de diffi- 
cultés, quoique tout le problème se réduise à la question de savoir 
s'il est permis dans la formule obtenue d’intervertir l'opération expri- 
mée par le signe de sommation avec celle qui est exprimée par le 
signe lim. Je ne suis parvenu à donner une réponse affirmative à cette 
question que par l’analyse assez délicate. 

Jai réussi à démontrer que la fonction 7,(a) définie par la for- 
mule (9) peut être développée en une série infinie suivante : 


9 I = — pert ey, hr?nx ; EUR 
(13) r(@) = Loke(x)+ Vac(n) ) Fri (4 ) + Nx41(4T nt) 


(Grn) 
ast 


CARO MT SRE )E 


(1) SnEeznEs, Recherches sur les fractions continues (Annales de la Faculté des 
Sciences de Toulouse, t. VI, 1894, p. 71). 


(14) 
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En vertu des développements (3) et (4) des fonctions £,,,(x) et 
Hiv (a) en séries semi-convergentes, j'obtiens pour la fonction r;(x) 
l'expression remarquable suivante : 


gh Oe ae 
= Ss = (Oe À kK+-9)}—}1)...(2k —9 
ra(e)= = ofe(x) + ar a (2 +2h+1)(2k+2h—1)...(2k+3—22) 
à é 24h! 
A=0 
cos enr + F0 x] 
al 9 9 
x ir(n) k-+k i 
n= (Ann)? à 
s—1 
= Dy . Ar 
TT D = sat BEE OK aa Dek 3—2A) 
K=0 ie e 
am nx 
X D (2) —— AE 5 
ml ren 
fr (ak-ar+1)(2k ar —1)...(ak+3'—ar 
+5 atx 2 TES ) 
e = G72) 


k+r 3 


n=l (4 T° n) 2 T3 


D SU Dem ahms:) 
ay 9 2 


ass! 
ao — : 
= ermax 
SDS enmes 
n=1 CHR) fe 


ieee ot Ome er Zh 1,5 ki, (k= 0, J, 2,00 s)e 

A l’aide des formules (9) et (14), je démontre les propositions sui- 
vantes : 

I. La fonction analytique 


k 
( a 1)A ak 


at 


Es (logé + 20) de + V'e(—2) 


Et A=0 


représente la fonction numérique (a) définie par la formule (8) ee 


une erreur dont l’ordre ne surpasse pas celui de la fonction x* ”, 


(5,2). 
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IT. La fonction 


axe t yk 2( )! P< 1) awhkr-h 
[Got + 20) a+ Dec A entre Hi 


r=0 
m— 1 hoon 1 : Pa 
- hp (2k+20A+1)(2k+2A—1)...(2k +3 — 2h) 
+ 7 o'r(a) +avm Yo? a 
À =0 
© cos | nym + © x ;)] 
*~ tT (7) k—-d 3 ; 
n=1 (4777) 2 Ge 


représente la fonction numérique 9;( æ) avec une erreur dont l'ordre ne 


k Le 


me 
surpasse pas celui dela fonctionx *  *ouk== 0,1, 2,... 00M =, 


Il en résulte, par exemple, que la fonction 


ps: 2 
> a =. cos( GnVna — 5 | 
UNE Vas A108 eee S Ar ~7(x)-+ ayvnx* Ÿ x(n) > ; 


jouit de la propriété suivante : 


La valeur numérique de la différence &,(x) — (ax) tend vers la 
limite 0 à mesure que x croit infiniment. 


A l’aide du développement (13) de la fonction 7, (a) en série infinie 
et à l'aide de la formule (11), je démontre deux théorèmes fondamen- ’ 
taux: 

nib 
Tutortme 1. — La somme D7(2) f( n) peut être développée en série 


n>a 


infinie 


(HT) DE n)f(n) =f an (loge +2C)de+ 5 2(b)f(b)— +2 (a) f(a) 


n>u 


Be nf # æ)[E(4rtax) +n(4rnx)]dx, 


n=1 


a 
\ 
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a condition que la fonction f(x) soit continue dans l'intervalle (a, b) et 
qu elle ne possède dans cet intervalle qu'un nombre limité de maxima et 
de minima. 
nd 


Tuéorène IH. — La somme Dia) f (a) peut être développée en série 


n>a 
nb b j m—1 
(IV) Yosef f(x) (loge + 2€)da + ¥ (= 1) [re(b) f(b) rea) f(a) 
n>a a k=0 : 
: = b m 2 2 
AG Ga) (ay) Pr eee es Bee 
acondition que la fonction f(x) ait m dérivées f'(x), f(x), ..., 


f(x) bien déterminées et limitées dans Vintergalle (a,b), (m= 1,2,...). 


La formule (III) présente un cas particulier de la formule géné- 
rale (x) et est tout à fait analogue à la formule (I). 

La formule (IV) présente une généralisation de la célèbre formule 
sommatoire de Poisson. 


— DO me — 


220 GEORGES VORONOI. 


PREMIÈRE PARTIE. 


SUR LA FONCTION ULTRA-EXPONENTIELLE £(r). 


SECTION I. 
SUR LES FONCTIONS &,(2) ET (2), (4 = 0, 1, 2; -.-)- 


Définition de la fonction € (x). 


1. Considérons l’intégrale définie 


L 2 
Bes) =i, Wie ae 
0 - 


qui représente la fonction connue F(s) a condition que la partie réelle 
de la variable s soit positive. Le carré de la fonction F(s) peut être 
défini par l'intégrale double 


0 = 


en effectuant le changement des variables & et ¢ dans cette intégrale 
oe 
à l’aide de la substitution 


u+ 6e 
LOT el — = ¢, 
: 2\ uP 
on obtiendra 
= æ æ 2 —24Vc 
re(s) =f aide | = dt 
0 Ji VE: 
En désignant 
i © Jet 
(1) Ha)=f ar, 
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on aura, a cause de l’égalité précédente, 
PGs) =| ae Pax. 
0 


Nous appellerons wltra-exponeniielle la fonction = (x) représentée 
par l'intégrale définie (1), à cause d’une certaine analogie qui existe 
entre les propriétés de la fonction £ (x) et celles de la fonction expo- 
nentielle e-*. 


2. Nous avons obtenu l'intégrale (1) qui définit la fonction (a)en 
supposant que la variable x soit positive. Mettons maintenant de côté 
cette restriction et considérons l’intégrale (1) en attribuant à la va- 
riable x toutes les valeurs complexes. 

Pour que l’intégrale (1) ait un sens, il est nécessaire que l’on ait 
choisi pour le radical yx une détermination de telle sorte que la par- 
tie réelle de Vx ne soit pas négative. Cette condition définit compléte- 
ment le radical Vz tant que la valeur de æ n’est pas négative; dans le 
cas æ< 0, on peut prendre le radical purement imaginaire ÿæ avec 
une détermination arbitraire, et l'intégrale considérée aura toujours 
un sens; dans le cas x — 0, cette intégrale devient infiniment grande. 
On en conelut que la fonction £ (x) ne peut être définie uniformément 
dans tout le plan de la variable complexe x à l’aide de l'intégrale (1). 


Derinition. — On appelle ultra-exponentielle la fonction £ (æ) repre- 
sentée par l intégrale définie 


(2) (Dh | == dt 


à condition que la partie réelle du radical Vx soit positive. 


En vertu de la définition établie, la fonction 4 (a) est bien détermi- 
née dans tout le plan de la variable complexe x, les valeurs négatives 
de x et la valeur x = o étant exclues. 


(2) 


E(æ)—=—logx —2C+a2 { (1 — ex = + 2 [ (1—e-2tVx) € seh eds ) dt, 
“4 
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Propriétés fondamentales de la fonction (x). 


- “ 9° , . , . ° ad 
3. On peut donner à l'intégrale qui définit la fonction e(a@) la 


De 


forme suivante : 


a ae dt à 1 I 1 
Fe tx)—=2 f er?tvx RATE af e?tv x een er Sen 24 dt. 
E(x) à fi : Ve inal À 


1 


A l’aide de la formule connue 


t+} 1 = 
(1) f ewe 2 ——logayz—C+ f (1 — e-2tvx a 
0 


ea 


où C désigne la constante d’Euler et de l'égalité précédente, on 
obtiendra 


1 
: — 4 EN CL 2, = I 1 
E(t)=— log Va —20+ 2 [| (1 — ex) re [ FAIRE — à dl. 
\ 


=f er ES et 


En observant que dans la formule (1) log2 Va est pris avec une 
détermination 


loge Vx = log2 |V/z|+ ac ou —-<w<-, 
2 2 


on aura 
2log2Vx = 2loge+ loge. 


Puisque, d’autre part, 


on peut mettre l'égalité (2) sous la forme suivante : 


u Ve 


10 
7 


A l’aide des théorèmes connus sur les valeurs movennes des inté- 
grales définies, on obtiendra pour la fonction (a) l'expression sui 
| ion ¢(a) l'expression sui- 


\ 
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to 
to 
is 


vante : 
(3) E(x) =— loge —20 + 38x où edie a 


Prenons les dérivées par rapport à la variable x des deux parties de 
la formule précédente ; il viendra 


do 


al 
E(x)=— = + a eede + = f er?tVx EURE dt, 
T Vx Vr, Ve—1 


et l’on peut poser 


(4)  &(e)=—+ où [Shc 


Les formules (3) et (4) font voir deux propriétés importantes de la 
fonction £ (x), à savoir : 


I]. La somme £(x) + logx tend vers la limite — 2C quand le module 
de la variable x décroit infiniment. 


Il. Le produit x£'(x) tend vers la limite — 1 quand le module de la 
variable x decroit infiniment. 


Prenons les dérivées par rapport à la variable x des deux parties 
de la formule 


2 Ver 
J 
(2) ae 
et multiplions les résultats obtenus par x; on aura 
s =. Ea te—2V 4 
ee! Cr) =" — d 
1 LE 


Prenons de nouveau les dérivées des deux parties de la formule 
obtenue; il viendra 


tie) [rer (au 1) 
dx ; Vx Ve—s 
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et l'intégration donne 


RACE Can: 
dx ; Ve—i 


d’où il résulte, à cause de (5), 


(6) RE te) 


ou, autrement, 


“étæ) A dé (zx) 


(7) * dr: dx RAS baal 


L’équation différentielle obtenue appartient à la classe des équa- 
tions différentielles linéaires du second ordre qui définissent les fonc- 
tions cylindriques ou de Bessel (*). 

L’équation différentielle (7) et les conditions complémentaires 


lim [E (x2) + loga] =~ 20, lim æ£'(æ) —=—1 
[ri=e Ja|= 0 


définissent uniformément la fonction ultra-exponentielle £ (a). 


Développement de la fonction £(x) en une série. 


5. Considérons l'intégrale définie 


1 


i we Catyae, 


p 


e étant un nombre positif, aussi petit que l’on voudra. En effectuant 
l'intégration, on obtient 
ai 
E(w) =E (wp) +f we (et) at, 
vp 


(1) Voyez le Mémoire de M. J. Nicolas : Etude des fonctions de Fourier ( Annales scien- 
tifiques de l'Ecole Normale supérieure, supplément au Tome XI, 1882 ). 
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D 
D 
Or 


Comme, à cause de la formule (6) du n° 4, ona 


— en. 


l'intégration par parties donne 


& (xv) = &(xp) —xpt'(xp) loge — x i; logé& (xt) de. 
“e 


En faisant tendre la variable o vers la limite 0, on trouvera 
1 
(1) E(e)=— loge 20» f logté (xt)dt, 
i) 


en vertu des propriétés de la fonction £ (x) démontrées au n° 3. 

Les transformations ultérieures de la formule obtenue peuvent étre 
effectuées à l’aide du procédé suivant : 

Considérons l'intégrale définie 


ic Gl tje(at) ae, 
p 


la fonction & (4) étant prise arbitrairement. En désignant 
AU 


f ata=8( 


1 


[ aay, 


on obtiendra, à l’aide de l’intégration par parties, 


et 


(2) fo ao eeenai=— 826) (0) +208 20) 1(0) +f y(t) E (wt) de. 


L’application de la formule obtenue à la fonction 


(3) a(t) —=— logt 
Ann. fic. Norm., (3), XXI. — Jun 1904. 29 


326 GEORGES VORONOI. 
conduit à la série infinie des intégrales 


1 1 1 
æo(t)E(æt) dt, a(t)E(æt)dt, ..., CARIIACAIT TT 
! J J 
dans lesquelles les fonctions 
mgt), 4 UE a eee Sales 


sont liées par les relations 


(4) if 


6. Les égalités obtenues font voir les propriétés suivantes de la 
IGNCHONE CL ya tee OFT ay sacs 


t 


t 
get) at—=—B,,( 6) et i ree (0,45 9 ene 
1 


I. La fonction «,(t) est positive dans l'intervalle o << t <1 et y décroit 
toujours. 


II. La fonction «,(t) a pour expression 
(5) %n(¢) = Pale) log + gn(t), 
Prt) et q,(t) étant deux polynomes du degré n. 


Des égalités (4) on déduira, à l’aide desdifférentiations successives, 
l'équation 


fui) qu (k-+- 1) el = ute) (k= O,1,2,.. .) 


De l'équation obtenue et des égalités (4) et(3) découle la propriété 
suivante de la fonction a,(¢), (7 = 0, 1, 2, ...) : 


IT. La fonction a,(1) et ses dérivées a(t), ..., «?"(4t) s'annulent 
quand t = 1, tandis que la valeur correspondante de la fonction a?" AE 
est toujours af "T0 (1) = — 7. 


En observant que la fonction &,(4) a pour expression 


An (Zt) = Pa(t) loge + g,(t) 
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où p,(t) et g, (4) désignent deux polynomes du degré n, on en conclut 
que la propriété (IIL) définit complètement la fonction a (ui). 

En différentiant n+ 1 fois la fonction «,(¢), par rapport à la 
variable ¢, on trouvera 


nm 
( an, Se x (rn-+1)! 5 
Oren ey Apte) 
À=0 


eten désignant 
n 


7 ! 
D aay PIC) = 9 (0), 


on aura le polynome + (4) dont le degré ne surpasse pas 7. 
Puisque, d’après l’égalité précédente, on a 


(6) HO 


peti 2 


il en résulte que les équations 


an (1) 0, a,’ * (1) =0, » dm ()=o et ar MA)=—1 
sont équivalentes aux équations 
ai y= 0, o'(t) 0, ae OSEAN) 6 cl g™ (1) =—1, 
d’où l’on conclut que 
JO 
et, à cause de (6), il vient 
(7) ao 5 CE. 


En développant la fonction «,(¢) en série de Taylor 


t 2 

t—1 ; (£— 1)" (¢—u)” : 

CN Qt) I Ont!) ee. =e < n! Bee ile n! ae (u) du, 
1 


on obtiendra pour la fonction «,(¢), en vertu de (IIT) et (7), l'ex- 
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pression suivante : 


I G—uY(u—i», 
an(t) Sage (nt)? J, wnt 


L'intégration, dans la formule obtenue, peut être effectuée aisé- 
ment, et, après les réductions, on arrivera au résultat suivant : 


pr-r 


1 1 I LAN 
an(t) Sag ai rp | loge + a(st opt (++) 


dans cette formule le symbole r + . ++ <a la valeur o quand À = o. 


En vertu de la formule obtenue et de (5), on peut présenter les 
polynomes p,(t) ct g,(4) sous la forme suivante : 


e prr-h 
po == Din Rip, 
=0 


(8) n , 
ai: dix MR I I I I 
CAE cede emeritus 
=0 
(nor ones) 
7. Revenons maintenanta la formule (2); en y posant a(t) =a,_, (0), 
on aura 


(9) f Ona (t) (at) dt 


=e 
et 


=—E(wp)Bma(p) + pl (rp)an(e)+e f am(e)E(we) de. 
p 


Puisque, à cause de (4) et (5), 
Am(p)=Pm(p)108p + mp) eb Bn—i(p) =p Pin(p) loge + Pm(p) + Pg'n(P), 


on obtiendra en faisant Die 0 


je 1[— (xp) De 1(p) + TP E(æp) €m(P)}1]= Pm(o) (loga + + 2C) — gn(o) 


1 
Ryle) saat f an-1(t) (logvt+ 2C)dt+ x” 
0 
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to 
D 
O 


et, à cause de (8), il vient 
ne [— E(xp) Bi (2) Se a pt' (xp) %m(p)] 


[loge 20+afie t+ =) |: 


I 


~ mim! m 


donc, en faisant p = o dans la formule (9), on aura 


mm! 


As mit / 
anf Eragtt) el vt) d= | —loge —2C +a(1+ Se. + =) 
0 


4 
+antt f Coal CV eet) dt. 
0 


En attribuant au nombre m les valeurs m = 1, 2, ...,2—Teten fai- 
sant la somme des égalités obtenues, on aura, en vertu de (1) et (3), 


u—1 
: a 1 I 
(10) (e) =D gpg | lose 20 +2(1 +S +...4+5)| 
A=0 
1 
+ an [ Cpe ceeds. 


“0 


En désignant 


1 
Leia y= a fe cin 1 (t) E(t) dt, 
0 


on peut donner au reste R, (x) la forme suivante : 
1 


f° an-1(t)[Ë(xt) + logxrt+2C] dt. 


Q 


Comme 


1 
f a = (t)(logæt + 2C) dt =lim [8,_,(9)(logrp.+ 2C) — a, (p)] 
0 aoe 


et 
1\71 


I 2 I 
lim [Bn-s(p)logre-+20)— ane) =< | —loge— 204 a(x “HT aie 
p=0 à + 
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il vient 


| Le I I 
Ray = [loge —26-+a(1+ ae a” *)| 


nint 
1 


+ an f on—1(t) [Ë(æt) + logxt+a2C] dt. 


oy) 


En vertu de la formule (3) du n° 3, on aura 
E(tt)+logrt+30—=S8Vzt on | o)]<1. 


En observant que la fonction «,_, (4), d’après ce quia été dit au n° 6, 
est positive dans l’intervalle o <<¢ <1, on peut poser 


1 S 1 
[ Seg tt} LEGO + logee + 2C]de= 580% f tn: (CY dE où [SENS 
0 0 


et puisque 


1 
I 
is Cas te) ab ree 


1 
ie On-1(t) [E(xt) + logrét+ 2C] dt=38 Vx ae À 
: | 


I 
nin 


il vient 


donc le reste R,(x) aura pour expression 


Rei | lose —aC-+a(r4+ ie 2) 4 s8ye 


nin! 


Ol ays: 
En substituant le résultat obtenu dans la formule (10), on aura 


= I I — x" 
11) €(27)= > —~ | — loge —2C+2(14+ -+4... oy $8V2—— 
esa’) Lamm ss (: 2 +;)| oye nin! 


ou |3|<r. 

La formule obtenue subsiste, quelle que soit la valeur complexe de 
la variable æ, les valeurs négatives de a et la valeur a — o étant 
exclues. 
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En faisant n=, on obtient le développement connu en série 


infinie 


co 


À 
(52) = Dre Wee +afi+i+..+à)] 
=0 


de intégrale particulière £ (2) de l'équation différentielle linéaire 


Cela), dE(æ) ef 
I en at ora 


Sur la fonction n(x) complémentaire à la fonction £ (x). 


8. On appellera complémentaire à la fonction § (a) la fonction n (x) 


définie par la formule 


(1) 7 lee pp ales 270!) 


p=0 2 


à condition que x >o eto >o0. 
A l’aide de la formule (11) du n° 7, on obtient 


Haas DE | —log(— 2+ ei) 2 + 2(1 of = ee 


(— x -+ pt)” 


+38 ¥— x +pi nin} 


re. . “ ‘ I 
#0 ete D eal | —log(—#—pé)—a0-+a(s +; 
eee (ee = pt" 
+8V— x me nin! 


ou tae Lek OST. 


En observant que, par hypothèse, x > o et p > 0, on trouve 


p=0 


Secon 


+3) 


lim log(— x + pi) =logx + ne et limlog(— z —pi)=logx—ri, 
p=0 
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et, en vertu de (1) et (2), il vient 


es (— ayn o à 1 ue À Ss x 70 
ACNE a pe [—toge—ac+a(r+t À +3) +S8Vr 

À=0 
OÙ a >o et — TO Tr: 


En faisant 2 — dans l'égalité obtenue, on aura 


o ota x : 
(oe ame ae) =D SGP [tse —2e4a(r+ 5 +...45)]- 


À=0 


A l’aide de la série infinie obtenue, la fonction (x) peut être 
définie uniformément dans tout le plan de la variable complexe x, les 
valeurs négatives de x et la valeur x = o étant exclues. 

En différentiant la série infinie (3) par rapport à la variable x, on 
démontrera que la fonction n (a) vérifie l'équation différentielle 


din! 
(4) ND ke) 


ou, autrement, 


x 


12 + ; d: 5 
Fate) DEEE ES 


MAT? 
L’équation différentielle obtenue et les conditions complémentaires 


ne [n(z) + logæz]—— 20, lim æn'(æ)—=—1 
X|=0 Jx|=0 
définissent uniformément la fonction n(æ). 
A l’aide du développement de la fonction 7 (a) en série infinie (3), 
on déduira la formule suivante : 


— 
Qt 
= 
SY 
— 
8 
aS 
= 
=> 
— 
8 
+ 
D 
~ 
— 
+ 
= 
— 
8 
| 
> 
DA 
— 


olz >oeto>o. 

En vertu des relations (1) et (5), nous appelons complémentaires 
les fonctions § (a) et n (a). 

Dans ce qui suit on ne considérera la fonction y (a) qu’a condition 
que la variable æ soit positive. 


4 
4 
. 


: o> < 
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Sur la fonction £;(æ) (k=0, 1,2, ESE 


9. Donnons à l'intégrale qui définit la fonction (a) la forme sui- 


vante : 
—2Wx “9 
= — dt. 
a “Me Tee Vint 


En supposant que la variable x soit positive, on aura 


e- ee 


o< 8a) Vif 


e—2tVz _ e— 2 
V2 {oS = di =n 
Lee 


et puisque 


on peut poser 


Hayao tions 


our net ono). 
En vertu de la formule obtenue, on conclut que toutes les inté- 
grales définies 


E(e)=f Eode, B@)=( Rlayde, … ht f bse) de, 
ont un sens. 
En posant €,(x) = (a), on peut définir toutes les fonctions 
E,(2), E(x), LE) Ex(æ), 


par la formule générale 
(1) (a) [| EC) de CRE Ar ele 


En prenant les dérivées par rapport à la variable x des deux parties 
de cette formule, on aura 


See aie (2) Cie.) 
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En faisant # = 1, on obtient 


(2) OC 


d'autre part, en vertu de la formule (6) dun°4,ona 


dæë'(æ) _ | 
bird E(x); 


il en résulte 
E(x) =— vi (x) +A, 


A étant une constante fixe. En observant que les fonctions &, (2) 
et w&/(a) tendent vers la limite o quand la variable a croît infini- 
ment, on en conclut que A=o0; done, ona 


(3) E1(v) =— rb'(2). 


Intégrons les deux parties de cette égalité entre les limites æ et 2, 
il viendra, à cause de (1), 


Ex) = vE(x) + (x). 
En intégrant de nouveau, on trouvera 

(x) = w(x) + 2Ë(x), 
et ainsi de suite. En général, on aura 


(4) Ep (x) = repo (a) +(k — 1) Egy (2) RG rl 


De l'équation obtenue on peut éliminer les fonctions & ,(a) et 
E,-»(a), en vertu des équations 


déx(æ) : aE, (a . 
To eer) et — Let): 
il viendra 
_dE(æ) NO 
“ur re de CU PNA AS 


C'est l'équation différentielle générale des fonctions cylindriques. 
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10. Nous avons défini les fonctions £,(x), (a), ... par la for- 


mule (1) en supposant que la variable æ soit positive. Les formules 
obtenues 


. Ee) 6 (45 eye) = ek (zr) 
et 


Ext), (B46 (Kk —1)&,-1(2) (k = 2, 3, oes) 


peuvent servir au prolongement analytique des fonctions £,(a), 
€.(a), ... dans le domaine de la variable a où la fonction £(æ) est 
bien déterminée. Dans ce domaine les fonctions considérées peuvent 
être représentées par les intégrales définies suivantes : 


TaéorÈèmE. — L'intégrale défirue 


(5) bela) sat pe [Oey Fe tna (cs Onl 2) 


représente la fonction ©,(a) pour toutes les valeurs complexes de la 
variable x, les valeurs négatives de x et la valeur x = o étant exclues. 


Dans le cas k=o, le théorème énoncé est évident puisque nous 
avons désigné €,(x)= Ë(x) et, en vertu de la formule (2) du n° 2, 
la fonction £(x) est représentée par l’intégrale définie 


AGE ye ia pean 
1 


En différentiant cette formule par rapport à la variable x, on 
obtiendra, à cause de (3), 


Et) ve [ D sde 


1 Ve—1 


et ’intégration par parties donne 
E(w) = he f (@—1e2V" di 
1 


ou, ce qui revient au méme, 


ia ef 2 re x 
Bee) See ~ fé Te Dar; 
ie T(3) oh R 


donc, le théorème est aussi démontré dans le cas 4 = 7. 
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A l'aide de l’équation (4), on démontrera que la fonction §(#) 
sera représentée par l'intégrale définie (5) à condition que les fonc- 
tions Ëx ,(æ) et Ëx »(x) soient représentées par les intégrales corres- 
pondantes (4 = 2, 3, ...). 


Sur la fonction n;(x) complémentaire à la fonction & (x) (4 —0, 1, 2, .…). 


11. On appellera complémentaire à la fonction &,(æ) la fonction 
n(æ) définie par la formule 


: (LOL ope) 


(1) nx(æ)= lim 
à condition que x > o etp >o. 
A l’aide de l’équation (4) du n° 9, on obtient 
a @ + pi)=(— az +pihis(—z +pi+(K—i)éea(—æ + pt), 
Era — pt)=(— x — pt) ee-a(— @ — pt) + (k —1) Ee _4(— x — pi); 
il en résulte, à cause de (1), 
(2) Nx(T)=—2Lny-a(æ) + (k—1) np (2) (Pet PE See © 
En vertu de l’égalité (3) du n° 9, on aura 


&\(—2+ pt) =—(—#+pi)i'(—x+ pi), 
et 
&,(— #— pt) —— (— x— pi)t'(—x— pi); 


on en conclut que 


(3) nite) oli se ee a 720) 
p=0 7} 


Ayant égard au développement (12) (n° 7) de la fonction E(x) en 
série infinie, on trouve 


lim E(— x + pi) + E(— x — pi) 
6=0 2 


ae. = (—a)\-1 / œ by 
=D Si [eee 26-+a(r4 ia. +t) + (— zx} #3 
A=0 


À 
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D'autre part, à l’aide du développement (3) (n° 8) de la fonction 
n(æ) ensérieinfinie, on obtient 


bs (=a) 3 1 C1 (= 2) 
Cr) Sie aw | —loge—aC-+a(1+ 24. cag ;)|+ +25 ALA! 3 


il en résulte 


p=0 2 


= (x). 
En substituant ce résultat dans la formule (3), on aura 
M(x)=—xn' (x). 
Puisque la fonction wy/(a), en vertu de la formule (4) du n° 8, 
vérifie l’équation 


1 
LR — n(x), 


de l’égalité précédente il suit 


(4) CON 


die = eae 


A l’aide de l’équation (2), on démontrera que l’équation 


(5) ue 


rer) Car) 


a lieu quelle que soit la valeur entière positive de l'indice #. 
En éliminant les fonctions y,_, (2) et nx ,(æ) des équations 


Nie (@) = BN p-2(L) + (A — 1) ne-1(&), 
dn dnx(æ 
SO) ee a 


on obtiendra l’équation différentielle - 


ee 


ue dnx(æ) 


+ np (2)=0. 


C’est aussi l'équation différentielle générale des fonctions cylindriques 
présentée sous une autre forme. 
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Développement des fonctions £;(x) et n;(x) en séries semi-convergentes. 


12. Nous avons démontré au n° 10 que l’intégrale définie 


AE D fe Ro ll (EP —1 1) ea dt 


représente la fonction &(#) à condition que la partie réelle du 
radical ÿx soit positive. 

Effectuons dans cette intégrale le changement de la variable 2 
à l’aide de la substitution 


(=217-—1 ou 10: 


La nouvelle forme de l’intégrale considérée sera 
22k+27 Fer à TA 
(1) E, (a) = whew Cee CG Treen es (u®+1) Fe-V¥edu, 


Supposons maintenant que le radical Vx soit mis sous la forme 
(2) Va= ret. 


Puisque la partie réelle de ÿx est positive, l'argument 9 doit satis- 
faire aux conditions 


(3) ae 


Menons, de l’origine O des coordonnées, la droite OB définie par 
l’équation 


(4) (OB) s=ue * 


et par les conditions o Lu <R; puis, décrivons l’are AB du cercle 
ayant le rayon R et le centre à l’origine O (fig. 1). En supposant que 


s , é 4 kan nt: : 
la partie réelle du radical (s*+-1) * soit positive, considérons l’in- 


\ 
\ 
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tégrale 
: ae 


Ree on 
(forts nh tetveds 


Fig. 1. 
Y 
B 
0 Xx 
— A 


prise le long du contour fermé OABO. Puisque la fonction 
oe = 
24 (224 1) 2 o—k23/x 


est holomorphe à l'intérieur de ce contour, on aura, d’après le théo- 
rème de Cauchy, 


‘eet = 
1 Baia 1) Ce" Vidz — 0. 
(0ABO) 


En partageant le chemin de l’intégration OABO en trois parties OA, 
AB et BO, on obtient 


uf 


rl = hat > à reel a 
(5) sk(s+1) © et Vds + 226(22 PT) 2? et Ve ds — 22k(2241) ets xd, 
(OA) (AB) (OB) 


=o 1 
2 


2 2 2 k CES 
En observant que le module de la fonction s**(2?+ 1) *e-**'V" sur 


le chemin de l'intégration AB ne surpasse pas la limite 
RE so /= k—1 : 
latk( 22+ 1) eva] a R24(R? + 1) 2 e—*rRicos 


dans le cas £21, ni la limite 


— kr R?cos ® 


} 


1 cho 
2 esa | _ 


VRi--1 


| atest + rt 


2/0 GEORGES VORONOI. 


dans le cas & = 0, on en conclut que l’intégrale 


jh sk(z +1 e Te VEde 
(AB) 


tend vers la limite o à mesure que le rayon R de l’arc du cercle AB 
croît infiniment. En faisant R =, on obtient, en vertu de (4)et (5), 


pPk+l) 


~ KES = 2 ; k—? —4ru2 
jh gk (524-1) de NR ds — = 2 uk(ute-P+i) Ze" du. 
0 


En désignant, pour abréger, 
(6) CR LT 


on aura, à cause de (1), 


aT 
2242 fete 


(7) En( a) == ahe-a ? TEED Ts ae urk(1+ aut) er du. 


. 9 as A ” # (us | 
13. La fonction (1+ au*) * peut être développée en série suivant 
les puissances entières et croissantes de au? : 


n—1 


TA—4—+E1) Nar ME en) 
G+au) Dre | TE pre 


où |e|<1, à condition que 22%, puisque la partie réelle de « est posi- 
tive, en vertu de (3) et (6). 

En multipliant les deux parties de cette égalité par ue" du et 
en les intégrant entre les limites o et 0, on obtiendra 


ra T(A—k+4) : 
u2k (1 trie diy — À z 24+2X p—hrut 
fo (1+au? hee te us > (—a) T(—kebra nt u?2#+2X @ du 


n Tete Sa [ 2k+9n ,—kru 
2 (— Dw ee FFDT@+ 0) ent ed 


ot |S|<1. À l’aide de la formule 


a 
Hf. BEM ete daa NUS 4), 
0 2 


(4r m+4 


tbe Lo Po dt sn ride à 
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on peut prêter à l'égalité précédente la forme suivante : 


n—1 


La 2 RUES e—#ru — ae PAS=K+g)TO+K+4) 
if FES A4 Es 2; rte TREND +1) 


1  (—a)t T(in—k+4 Ne een) 
anny AT F(—k+t 2)L(R +1 1) 


En substituant le résultat obtenu dans la formule (7) et en obser- 
vant que 


à cause de (2) et (6), on aura 


D ee. 
Tk+51(—k +9) 


> (= TO HT EEED | (= a | 


x(x) = (Vz) Fete. 


ft (ne) Ee) (4Vz)" T(n +1) 


[SI<1 et EM HET HAT 


dans le cas x > 0, la variable 5 satisfait aux conditions o <S< 1. 
* A l’aide des formules 


FOA+£++E)  (2k+2A—1)(2k+2A—3)...(2k +1) 


ECR) ah 
et 
TIA—k+ 4) a ie eee Pe 3h) 
ETS ah 


on peut présenter l'égalité précédente sous une autre forme 


EN wal SC = k+2A—3)...(2k+1— 
(1) ey urn). 2 1)(24+2 a) (2k+1—2)) 


= A (6x) 
(2k+on—1)(2k+2n—3)...(2Kk+1—2n) 
= n! (16x )" | 


où |S|<<1 et n2k, (A=0, 1, 2,...); dans le cas æ>o, onao<S<1. 
Ann. Ee. Norm., (3), XXL — Juin 1904. 31 
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En faisant 4= 0 et 7 = 0, on aura 


(8) Ha)=s Bee où |S] <1. 


1 


(vz) 


La formule obtenue fait voir la propriété remarquable de la fonc- 
tion &(a), à savoir : dans chaque point à l'infini la fonction EC) 
sannule. 

La série (1) ne définit pas la fonction &,(x), puisqu’en faisant 
n— on obtient toujours la série divergente, quelle que soit la 
valeur attribuée à la variable æ; néanmoins, cette série peut servir au 
calcul des valeurs approchées de la fonction £&,(æ) correspondant aux 
valeurs de x dont le module est suffisamment grand. 

La formule (I), dans le cas £=0o et æ >o0, a été obtenue par 
Riemann (‘). 


14. Nous avons défini la fonction (+) au n° 11 par la formule 


(9) PCE lin eso ae ce 
p=0 2 


à condition que æ > oetp >o. 
On peut développer la fonction nx(x) aussi en une série semi- 
convergente. En vertu des formules (9) et (1), il vient 


(ID) ne (= VE) | me 
0 : (1 xz) 


he 
(Qk+ an—1)(ak+an—3)...(ak+-1—anjl 


n! 6x)" 


cos [eva +Ta-4+D 


tp 


—- 


T0: NEA et Mek (he OST, aoe 


(1) RIEMANN, Zur Theorie der Nobil'schen Farbenringe(Riemann's Gezammelte Ma- 
thematische Werke, Leipzig, 1876, p. 58). Foyez aussi le Mémoire de Hankel, Die Cylin- 
derfunctionen erster und zweiter Art (Mathematische Annalen, Bd. I ot 49r) et le 
Mémoire de STIELTJES, Recherches sur quelques séries semi-convergentes (handles scien- 
tifiques de l’École Normale supérieure, 1. III, 1886, p. 201), É 
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En faisant 4 =o et n= 0, on aura 


nay NS ou —1<S<i. 


Ve 


D’après la formule obtenue, on conclut que la fonction n(æ) tend 
vers la limite o quand x croît infiniment. 


SECTION IL. 


SUR LA FONCTION SOMMATOIRE g(x). 


Inversion de l'intégrale définie I?(s) Es ur E(w) du. 
0 


15. Considérons l’intégrale définie 
1?(s) =f wud u 


obtenue au n° 1 qui représente la fonction I?(s) à condition que la 
partie réelle de la variable s soit positive. En remplaçant dans cette 
intégrale s par s +1, on aura 


ul 


rete Sf < E(u) du, 
0 


en vertu de la propriété connue de la fonction T'(s), à savoir : 


C(s+1)=sT(s). 


. . ° 97 SEAT SA / A I ds 
Multiplions les deux parties de l’égalité précédente par == = en 


supposant que le nombre + soit positif, et intégrons les fonctions ob- 
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tenues par rapport à la variable complexe s dans le domaine défini par 


les conditions 
SLI et Do Li 400, 


le nombre positif a étant une constante prise arbitrairement; le 
résultat obtenu peut être présenté sous la forme suivante : 


a+ oi ato œ 
T° ds 
— (s) ds= — as — usE(u) du. 
27 J DE 2Tt J, $ 


ees — œ@ 0 


On démontrera sans peine qu’il est permis d’intervertir les intégra- 
tions dans l’intégrale double obtenue, d’où il résulte 


A RL LS i rer ig fa vtrds 
(1) NE as= f E(uydu f (à) + 


ol 
+ 1 
I FT eae Be 
2TU ; x “2 
A — © I 


est bien connue. Comme on sait, 


a+oi , 2 

I u \S ds u 
== —) — —= log —; 
AT L ie x 


L'intégrale définie 


—œi 


A “4° u 
à condition que —21 eta>o, 


rAad+ oi = 
I à u\s ds 
ae, Ex = == 0, 
2TL 5 T S” 


: Fe ie 
à condition que o< = Sreta>o. 
On en conclut que l’égalité (1) peut être remplacée par la suivante : 


I ns T?(s) ‘gi i 
aif a spe ds= f log = é(u) du. 


a—ol 


En intégrant par parties à l’aide de l'égalité 


Te SAN 


AN ee ee 
7 C 


c 
, 
1 
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quia été obtenue au n° 4, on trouvera 


ane ji, 228 om 


2TL xs 


a—ovi 


La formule obtenue subsiste, quelle que soit la valeur positive de x, 
à condition que le paramètre a, pris arbitrairement, soit positif. 


Définition de la fonction g (x). 


16. Introduisons dans nos recherches la fonction numérique +(n) 
qui désigne le nombre des diviseurs du nombre entier positif n et 
considérons la somme de la série infinie 


2 


(1) g(x) = Vic(n)i(Gninz). 


2 


La fonction g(#) représentée par cette somme infinie est bien 
déterminée pour toutes les valeurs complexes de la variable x, les 
valeurs négatives de æ et la valeur «=o étant exclues. Pour le dé- 
montrer, il suffit de recourir à la formule (8) du n° 13; d’après cette 
formule, on aura 


—4T Vnx 


E(4ntnx)=Ssy¥n——, où = [81 <1. 
CorVrz) 
Désignons, pour abréger, par « la partie réelle de Va, il viendra 
| — enkmayn 
(2) \E(4r?nax)|<yn fi 
[4n?na|* 


En prenant un nombre positif N, aussi grand que l’on voudra, on 
obtient 


en! Ta yn 


L 
4 


D T(n)Eë(4rinx)|< AS T(n) 


n>N n>N |ar?nx| 


La fonction ue~'™v de la variable positive u décroît toujours à 
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condition que 
[I 
#7 rio 


on en conclut que l'inégalité 


co 


DEUST? 


n>N 


(3) <Ne-mays VE s':(n) 


aura lieu tant que 


. (4) N> GS 


En observant que 


eo a 


t(2) T(n) 
DR 


= 
n>N n n=1 ft 


et en posant, d’après la désignation usuelle ('), 


on obtiendra, en vertu de (3), 


(5) SJ r(2)e(hrtnw) < Ne-tnayn SCE) 


EL 
n>N [4æ|* 
à condition de (4). 
D'après l'inégalité obtenue, on conclut que la série infinie (1) est 
toujours convergente, si petite que soit la partie réelle de a. 
En supposant que la partie réelle de Vx satisfasse à la condition 


(6) R(Væ)2Vp, 
P étant un nombre positif, pris arbitrairement, on aura, à cause 


de (5), l'inégalité 


D e(n)EGrtne)) <Ne-trvs EG) 
n>N (4p)* 


') Voyez, par exemple, BAGHMANN, Zahlentheorie, zweiter Theil; p. 326. Leipzig, 1894. 


L! * LÉ EL Se 
\ \e à 
\ 
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qui subsiste à condition que 


I 
At 


9 


P 
Le théorème suivant est donc démontré : 


Titortme. — La série infinie (1) dont la somme représente la fonc- 
tion g(x) est uniformément convergente dans chaque domaine de la 
variable complexe x défini par Vinégalité (6). 


En désignant == 17, On aura 


R(vz)=Vi (Ves et + a), 
et la condition (6) se réduit à la suivante : 
24 p(p— u). 
Sur les intégrales définies qui représentent la fonction g(x) 


à condition que æ >. 


17. Considérons l'intégrale définie 


obtenue au n° 15, qui représente la fonction € (x) à condition que 


æ > o'elta > 0. 
Supposons qu’au paramètre a on aitattribué une valeur quelconque 
satisfaisant à la condition a > 1. 7 
Remplaçant x par 47?na dans la formule considérée, multiplions 


les deux parties de l'égalité obtenue par t(7); il viendra 


ve 1 Se Tt (srin) 
e( nye (Am na) = —- “Chante a8 


Prenons un nombre positif N, aussi grand que l’on voudra, et con- 
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sidérons la somme 
n SN 


D'r(nE(rnx). 
| 
D’après la formule précédente, on peut prêter à cette somme la 
forme suivante : 


n SN n<N 


; a+ oi F2? De « 
(1) D TR) nay = =f | ate >: _ ds. 


n= n= 


En introduisant la fonction de Riemann ¢(s), on aura 


FR | 
puisque, par hypothèse, 
SS=a+tt ou (Qe ae 
et l’on peut écrire 
nN = 
a1 T(A) : T(n) 
{Cats 
> n° ons) » ns 
n=1 n>N 


En observant que 


! 
C2 


ale 


n>N 


Vv T(n) 
Fe 
n>N 


on peut poser, à cause de l’égalité précédente, 


nN - 

SUR er T(n) 

> ne =E(s)+e Ÿ _ où lala 
jd th | n>N 


En substituant le résultat obtenu dans l’égalité (1), on trouvera 


n SN 
(2) DOS 
n=1 
= Re (6) arth wick ed, 
ati, > (4m æ) rer à Grey D EE 


n>N 
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En observant que 


et [T(s+1)|<T(a+r), 


T(s) = ee!) 


on aura 
T(a+1) 


|T(s)|< ea 


A l’aide de cette inégalité, on peut obtenir la limite supérieure du 
module de l’intégrale définie 


I a+ œi T?(s) 
= le Graz) a 


qui figure dans la seconde partie de l’égalité (2), il viendra 


I oe TES EOD ace) (7 dr 
ee € É = SS Rte ro) 
SN (4m 2 )s De Cai a )e ava A 
et l’on peut poser 
en Aad+tot E%(s)_ a, S I?(a+1) $ S 
+ (Gata) zy sa (hnia)* ou —I<3<l. 


En vertu du résultat obtenu, l’égalité (2) devient 


nin à 
. Le: PRES its) a) T'(a--4) (a). 
2 (EC reas f Graz). ds — 7 Ga) Dg va 


En faisant N =~ dans cette égalité, on obtiendra 


e f Oe NE 6 2(. 
Sr(2) E4atae) = — RE À 


n=—=1 


2 


et, à cause de la formule (1) du n° 16, on aura 


bof tts) G5) 
(3) AC ae raga 


— 00 € 


Cette formule subsiste à condition que 7 >o0 eta >t. 
Ann. Ee. Norm., (3), XXI. — Juin 1904 
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18. Considérons maintenant le contour fermé ABCDA (Pig. 2) 
composé de quatre droites AB, BC, CD et DA qui sont déterminées de 


Fig. 2. 


xX 
D ss A 
la manière suivante : 
| (AB) s= a+h, —Ty< try, 
’ (BC) s— u+T,r, — a Lu<La, 
GANT ) (CD) s—— à + ti, —T, TROT 
(DA) SU T1: — A LU. 


A supposer que les nombres positifs T, et T, soient aussi grands 
que l’on voudra, et que les paramètres a et & satisfassent aux condi- 
tions 

C= 1 et Oma <i. 

L’intégrale définie 

1 DORE 
Cr ee 


DEL 0 CTrr}) 


prise le long du contour fermé ABCDA, aura, en vertu du théorème 
de Cauchy, la valeur 

1 ¢ T2(s)t2(s) 
2RE Sancpa, (40°) 


= D aoe | 5 D (Ch a | ; 


(hmax)s (An2x)s 


(5) ds 


puisque la fonction 
T?(s)¢2(s) 


(47? art 


Ye. € ce 
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a deux pôles du second ordre à l’intérieur du contour ABCDA qui 
correspondent aux valeurs de la variable s, 


(0) 
et 
(E) SL; 


En observant que la fonction sT(s) est développable par la série 
de Taylor aux environs du point O(s—o) et que la fonction 


(s —1)€(s) est développable par la série de Taylor aux environs du 
point E(s =r), on obtient 


sU(s)=1—Cs-+... et (s —1)¢(s)=1+ C(s—1)+..., 


C étant la constante d’Euler; il en résulte 


| HE) = — 2007(0) +2£(0o)£'(o) —E?(0)log4n?x, 
(Sa SEIS) Al) Day co TP (2) 
D Gr) | RE > Te 7, 10g ri. 
Puisque 


G(o)=—#,  E'(o)—=—t+tlogexz et  L'(1)=—C, 


il vient 
5? 1? (s) 6? (s) Cond) SLI =| La ee ae en logan’ a 
|. Wee |, : LD. (an æ)s no gee . An? x 


et légalité (5) prend la forme 


4e Te ze ae 
27 Jancpa (AT) É 


En partageant le chemin de l’intégration ABCDA en quatre parties 
AB, BC, CD et DA, on obtient l’égalité 


Gr sal f soarf soars Je as + ff 


CD) 


log 4T° 
UE 


ar 2 An a 
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où l’on a mis, pour abréger, 


cn T(s)6 (6) 
(7) JS) = Ras an | 


Considérons deux intégrales définies 


f(s)ds et J(s) ds. 
(BC) (DA) 
En vertu des équations (4), on peut présenter ces intégrales sous 
la forme suivante : 


8 ds = — 3 T,z)d t k= à —T,c) du. 
@ fra f sor i)du e J Fores f fe i) du 


(BC 


Cherchons la limite à laquelle tendent ces intégrales définies à 
mesure que les nombres T, et T, croissent infiniment. Dans ce but, 
considérons l’intégrale définie 


— J 


OH DE =— du 


qui représente la fonction I'(s)¢(s) à condition que la partie réelle 
de s soit plus grande que 1. 
En observant que dans ce cas 


1 1 
1 I 
— us—? du et — us—' du, 
S— 1 7 Ss À 


on peut prêter à l’égalité précédente la forme suivante : 


1 

I I I I I 2 4st 
DS EE — = s—1 RCA aa + 
(s)&(s) s—I 2 28 F “ eu —y1 ua ES y eI at, 


Les deux ‘parties de l'égalité obtenue ont un sens à condition que 


la partie réelle de s soit plus grande que —1; on en conclut que la 
formule 


1 
T'(s)E(s Oe LO as us-! L re I 2 ys! 
(s)E(s) par den een I pa Lun du + eae du 
1 


LAS 
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définit la fonction P(s) C(s) à condition que 
R(s) >—1 et $320, SN, 


En intégrant par parties, on trouve 


(9) TEE — fat + .) + [ua]. 


Cela posé, supposons que la partie réelle de s soit comprise entre 
les limites 


—a=R(s)<a, où O<a<I et Dr: 


on aura les inégalités 


on peut poser, à cause de (9) et (10), 


I A 
Ss 


Ne) gaa) 9 


En vertu de l'égalité (7), on aura 


I I À |? 
io Chant aye EE re = | i 


On en conclut que les intégrales (8) tendent vers la limite o à mesure 
que les nombres T, et T, croissent infiniment. 
En faisant T, = + et T, =o dans l’égalité (6), on obtient, a cause 
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de (4) et (7), 
; ~l+ol ay 
my MM A OL REP pea din 
Bn a PSE da Zoe € 4T?x ? 


et, en vertu de (3), il vient 


=(¢ 


2 Ana QTL 


2 — X + © À mo 2 
ire 4 tf M(s) 6) 3. 


(11) gw) =— jloge — Rs 


—A—ot 


Effectuons dans l’intégrale obtenue le changement de la variable s à 
l’aide de la non 


S=I— 3 
on aura 
a rel CS) = Pits AVE HIER 
DT Tri Mairie Grz)i-6 


A l’aide de la formule de Riemann (' ) 


2 cos 
EU —)= Es T(S)E(S), 
on obtient 
ae ee ee ae te AO pe tal ta" ; 
Ti LEE (4T?x je o At SS 7" LE) 


See. 
4 sin? — 
/1+X—œi 2 


et la formule (11) devient 


I I log 4x? x I ere! 7o-102(g) 
12) g(æ)=— -logrz— —-€ — 2 + : ——— 
( ) BA ) 4 5 2 AT x Ti é De do 
A — 1 


4 sin? — 
où l’on a posé 
AA +I. 


(1) Riemann, Ueber die Anzahl der Primzahleii unter einer gegebenen Grosse 
(Riemann’s Werke, p. 137). 


\ 
\ 
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La formule obtenue subsiste, quelle que soit la valeur positive de la 
variable æ, à condition que le paramètre a vérifie les inégalités 


RTE 


Ur dr ET RUSSES 
Sur l'intégrale définie —. —— ds. 
27 LS 
&sin? — 


a— ni 


19. Considérons deux intégrales définies, bien connues, 


= ES i T SN 
TCOTS Sf dt et ; == dt. 
Saree sings Tt 


<0 


Ces formules subsistent & condition que la partie réelle de s soit 
comprise entre les limites o et 1; en les différentiant par rapport à la 
variable s, on obtient 


1! 
? raloe rer lost T° COSTS BT ent: 
F f gt+esloge ner f COR Tr 
0 0 


Sin?Ts 1—t sin? rs Ii+¢ 


La première intégrale définie peut être mise sous la forme suivante : 


le een poe +f ae DRE 
Stans wo EN 


En effectuant le changement de la variable ¢ dans la seconde inté- 
grale définie qui figure dans cette égalité, à l’aide de la substitution 


= > 
u 


Ms Carilosy 
Et a= f ee 0 
- 1—l ; I—u 


et Pégalité précédente devient 


s—1]00: “us—log u 
a l4 loge 7, sp 8 du, 
~~ sin? as s—l I—u 


on aura 
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t—logt 
canal fate OT 
7 sin? as ict 


En faisant la somme des égalités obtenues 


d’où il résulte 


2 ® 4s—1]ogt T? COSTS 
= ere — ee et a 
Sins ' 1—t sin?rs 
on obtient 


STS * I 
SS ph |e PT PRE 
SiN?Ts k I— I1+t 


={~ 


ee 


I 


On peut prêter à cette égalité la forme suivante : 


2 sin? 


T? rs 1 I I 
ee — &—log=— =e 
(1) nap GOED J e(— 1--£ 
2 


que 
o<R(s) <2, 


onen conclut que la formule (1) est encore vraie quand la partie réelle 


de s est comprise entre les limites 0 et 2. 


20. On peut effectuer l'inversion de l’intégrale (1) à l’aide du pro- 


cédé qui a été exposé au n° 15 
Désignons, pour abréger, 


1 I I 
(2) logs (55 + ey) = 900 


il viendra, à cause de (1), 


) dt. 


Nous avons obtenu cette formule en supposant que la partie réelle 
de la variable s soit comprise entre les limites o et 1. En observant 
que les deux parties de la formule obtenue ont un sens a condition 


ts—loge 


I+é 


) dt. 


dt, 
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En intégrant par parties, on obtient, à cause de (2), 


TT? = eS ; 
—_=-[ 5 oh) dt, \ 
2SiIn- — 0 

2 


puisque, d’après l’hypothèse, o << R(s) < 2. 
Désignons 
(3) bp AE) Sat) 


et intégrons de nouveau par parties, il viendra 


T° CR 
Si = VE) de. 
2 


2 Sin? — 


Cela posé, multiplions les deux parties de l’égalité obtenue par —ds 


en supposant que le nombre x soit positif et intégrons les fonctions 
obtenues, par rapport a la variable complexes, dans le domaine défini 
par les conditions 


S—a+ ti et — o<t< oo, 


la valeur du paramètre a étant choisie de manière que l’on ait 


DATA 
on obtient le résultat suivant : 
a+ oi 25 I a+ oi ds ~o 
ees eT ee gt | eh CE) dé, 
2TL TS Tr er. SJ, 


2 Sin? —- 
2 


a— i 


Dans l’intégrale double obtenue il est permis d’intervertir les inté- 
grations, et l’on aura 


a+ oi Sas co d+ oi 
I fe T?xS I ds 
2 La f paf -Suers. 
one ae? v0 tp 6 


a—ol 


Ann, Ec. Norm., (3), XXI. — Juin 1904. 


33 
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Puisque 
a+ot 
ds 
Le (tx) ——=logtzæ, 
2TL, s* 


a—oi 


à condition que ¢a= 1, et 


a+or 
I ds 
= $ — — 
2Ti (ee) es 


a—œi 


à condition que o tx £1, il viendra 


I Ad+toai eel 
— ans logtx V'(t) dt. 
2TL 27S 
2sin 
D 


a—ani 


En intégrant par parties, on obtiendra, à cause de (2) et (3), 


© x Th 
ES ds = loge ( + ) 
TS ER À T+HI 


a— oi 


(4) 


a— œi 


La formule obtenue subsiste, quelle que soit la valeur positive dea, 
à condition que le paramètre a vérifie les inégalités o <a < 2. 


Développement de la fonction g(x) en une série infinie. 


21. Revenons à la formule (12) 


24 a+ oi "LP 
Pieter. loger it DRE. oe gite (s) 
4 2 Anz 2T il TS 


A— œi 


VON ENS 
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oux > cet 1 <a< 2, obtenue au n° 18. L'intégrale définie 


i PTS ES 09g) 


—, ds 
2 


Kins 
Sin 
; 2 
A— © 1 


qui figure dans cette formule peut être développée en une série 
infinie. 


Dans ce but, remplacons dans la formule (4) du n° 20 x par = et 


multiplions les deux parties de l’égalité obtenue par = il viendra 


I I I ) I et et T(z) 


27 


:t(n)log = ( 


= ee 
LUt T+n 


a— œi 


En attribuant à la variable entière positive z les valeurs satisfaisant 


aux conditions 
Oct Ny 


faisons la somme des égalités obtenues, on aura 


nn , nn 
= t+ © L < = 
I Fa I I I à ne. T(r) 
; yi 7 (n) log — + —— )=—. ——— _- ) = 
2T? n\æ—n x+n 2TÈ eens n 
n=1 Asin pe 


a—æi 


En supposant que le paramètre a satisfasse aux conditions 1 <a< 2, 
on peut poser 


IA 


n=N 


a eee £ 102) 
ns = (5) +e) ne de felts 
1 n>N 


LA: 


n 


Il 


et l’égalité précédente devient 


nSN 

I a I I 
= A + 
(1) oat Dm) log n 5 =) 
n=1 
= eo 
2 + 0 £ à 
I eee i ae ay I 2 gst t(n 

= — Ur e— ds DE), 

ue 4sin? iS Asin? -— : asn 

2 


a- wf u—ail 
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. J 5 5 
En observant que le module de la fonction ——_, ous =a +, 


4sin? = 
est défini par la formule 
I mee I 
reine TS ~ em e-™— 2cosTa" 
4sin? — 


ay 


4 


on aura l'inégalité 


I Pace LE Pons US hate dt 
. € ———— ds | < = ——— — ; 
2TL TRE 2T f em + et a9 cosTa’ 
4sin* — Ss 


a—wi 


donc, on peut prêter à l’égalité (1) la forme suivante : 


<N 
1 FA I 1 
— » +(n)log = (—— fa ) 
DITS n\r—n THEN 


n=1 


Wats pad av5~1£2(s) se ee pete dt z(n) 
DATI Score 27 ee dar a D) n« 
4 sin? — n>N 
2 
A— 1 —® 
où —1<S<1. 
En vertu de la formule (12) du n° 18, on obtient 
n<N 
one Bhi lop Ania’ I D (ay te Da [ I 
CIE; te LU ER er 7 = T(n = 
g\ i 8 à Area nat Sr sont eea) RGN) 
a= 
ou 
get ere dt - T(r) 
Nes a D ach | 
R(2,N) ax J_. e™-+-e-™'— acosna ne S isso St Cla Se 
n>N 


En faisant N = 0%, on aura 


lim R(w,N) =0, 
N= 
et la formule (2) devient 


œ 
J J log4 mz x I 
(2 eS OM a Le Re Fay I 
§(v)=— 7 loga C 7 as De) log = ( ss ). 


‘ 2 mp 
4 ? AT Z Tin T+n 


ST | 
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La formule obtenue est déduite à l’aide de la supposition que la 
variable x est positive. En étudiant lasomme de la série infinie 


I I log4 na I a I I 
4) — >logz—-C+ 2 + De n) log - 
(4) 4 6 2 Ana 27" Gp) yi Baw gen 4 
i my | 
on démontrera sans peine que cette série est convergente, quelle que 
soit la valeur de la variable complexe +, les valeurs négatives de «x et 
la valeur x = o étant exclues. 


En choisissant pour logx la détermination 
(5) logæ —log|xz|+wi ou —T<0<T, 


on aura le prolongement analytique uniforme de la fonction repré- 
sentée par la somme infinie (4). 

Puisque les deux parties de la formule (3) ont un sens dans le 
même domaine de la variable 2 et représentent deux fonctions holo- 
morphes, on en conclut que cette formule subsiste, a condition (5), 
quelle que soit la valeur de +, les valeurs négatives de æ et la valéur 
æ =o étant exclues. 


Étude des valeurs de la fonction 2 (x). 


22. Nous avons défini au n° 16 la fonction g(x) par la formule 


g(z)= dr E(4n? na). 


En désignant 


Œ— Trent, 
on obtiendra, en vertu de la formule (2) du n° 16, l’inégalité 
im cos Var 


ee. CO EVE D en) ——— 


ua (4T?nr) 


5j 


La somme infinie qui figure dans la seconde partie de cette inégalité 


4 
: > G) s . 
tend vers la limite o à mesure que le produit 7° cos =» c’est-à-dire la 
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partie réelle de yx, croît infiniment; il en résulte 
limg(æ)=o  àconditionque limR(V¥z)=+~. 


A l’aide de l'inégalité (1), on démontrera sans peine le théorème 
suivant : 


Tuéorème I, — Le produit x‘ g(a) tend vers la limite o quand la partie 
réelle de \/a croît infiniment, quelle que soit la valeur de s. 

Supposons que la partie réelle de ya satisfasse à la condition 

1 gh eee 
r° cos = >\V/p, : 

le nombre positif p étant pris arbitrairement. 

En vertu de l’inégalité (1), il viendra 

anal te itty np 
| g(z)| ies (xn) —— 

nei (41? nests 


Le théorème suivant est donc démontré : 


Tuéorème IT. — Le module de la fonction g(x) ne surpasse pas une 
limite fixe dans le domaine de la variable x défini par l'inégalité 


R(Vz)2Vp, 


p étant un nombre positif, pris arbitrairement. Dans chaque point à l’in- 
fini de ce domaine la fonction g(a) s'annule. 


Considérons, en second lieu, le cas [æ)<1. Nous avons vu 
au n° 21 que la fonction g(a) est développable par la série infinie 
suivante : 


co 
Ù I log4 nx I 2 I 
(2) eNO pt Oe er sae ie PR 
8 (x) Ros Awa 27? od He T—n 


2 


A l’aide des formules 


eo = ya et, DAS ASE 
n° 
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on obtient, dans le cas |x|<1, 


Le 


Xe n Ls = 5) aie) 


(eS 


et 


ao 


De (m) logn (+ > t'(22), 
=1 


Hi 


d’où il résulte, à cause de (2), 


g(@)=— gloge—10— 8452 Ex 


AT? x 2 


De PE (2d) loge +46 (204 (22)] 
(lel <3). 
La formule obtenue fait voir la propriété suivante de la fonction 
g(x): 
Taéorëme II. — La fonction g(x) + ; logæ + Dre 


OS J x . 1 . Ê 
la limite — ; ua mesure que le module de la variable x décroit infiniment. 


tend vers 


23. Considérons, enfin, le cas 


R(Vz) < Vp. 


En supposant que la partie réelle de x soit positive ou nulle, on aura 
r<2p;donc, en faisant p<, on reviendra au cas précédent où |x|<r. 
Pour cette cause, considérons la fonction g(— x) en supposant que 
la partie réelle de x soit positive. 

En observant que dans ce cas 


log (— x) =logr= tl, 


où le signe + est celui de la partie imaginaire de x, on obtient, en 
vertu de la formule (2), 


I I 
g(—2)=— 7 (logx = nt) — =C 
lo AT 2 Se et 1 % ‘ CRETE I TRS 
de AT? 7 om Gus or rte ee sn) 


n=1 
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et il en résulte 


(3) g(—x)=—g(x)— =logæ —C 


ead ie I I SAS I fe I ) 
tril > ———+ — y 
2 4 4x an T—n T+n 


n=1 


La somme infinie qui figure dans la seconde partie de l’égalité 
obtenue peut être étudiée à l’aide du lemme suivant : 


Lemme. — Sz petit que soit un nombre positif p, pris arbitrairement, on 
peut toujours déterminer une constante A de manière que l'inégalité 


t(n)<An?P 
ait lieu, quelle que soit la valeur entière positive de n. 


La démonstration de ce lemme n’offre pas de difficultés. 
Prenons maintenant un nombre positif p, aussi petit que l’on voudra, 
et désignons par p, un nombre quelconque satisfaisant aux conditions 


0 < Po < P:- 


Supposons que la constante A, soit déterminée de manière que 
l'inégalité 


(4) T(n) < Agno 


ait lieu, quelle que soit la valeur entière positive de n. 
En désignant 


LT ay) ou a0. 
on obtiendra 

= LEE Se 

T—n T+n |a?— n°|? 
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A l’aide de cette inégalité, on trouve 


nSa—1 nSa—1 
J 1 — no 
Gre À Va? b? > NS 
> ( (+3) + oV Li a — n° 
n>0 1 n>0 
es I I gt Boa nPo 
aD A, Va? b? > en 
> ( (+) =2 V vd n°— a? 
n>a+t1 n>a+1 
En observant que 
nSa-1 n£a—1 s 
xy nPo = J D I = 2 > I 
Gia BR) Ca (a — n)nP—Po ~ at? dm NIP P 0” 
n>0 n>0 El 
a nPo I v I 1 D I 
D ipo OF = a? ad (2 — A) NP-Po = a'—-P ni+P—fo 
n>a+1 AD a +1 (Dk 
et en posant 
[+] 1 À, 
Der =S(1+ p—Po)s 
= Wat 
on obtient 
n£a—1 a Vere 
à I I i ( f I a+ Bb? 
- Tn)| ——— 6A yS(1 — ee 
(5) > (—— ta) + > où) tn i 08 ( Te =P) ORE 
n>0 n>a+1 | 
D’autre part, ona 
nSa+1 
I I CNE I a I 
(6) pa t(2) He Deep Fe goku Ca Cha - bi 
u>a—t ; 
(E 1 : 1 
AME ENS) CE NT EN a+EKa+i+bh 


et, à l’aide du lemme précédent, on obtiendra 


n<a+1 


I I ap 
(7) > (+) = Paharr a) 


n>a—1 
Ann. Fe. Norm., (3), XXI. — Jemrr 1904. 34 
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où A, ne surpasse pas une limite fixe, quelle que soit la valeur posi- 


tive de a. | 
En vertu des inégalités (5) et (7), on obtient 


Sr”) DE ih ; < A ap == - | 
L—-nh w“L+N | a 


z (a—Ea)(Ea+1—a) 
nat 


où A désigne une constante fixe et, à cause de (3), on peut poser 


i 


I ere 
(5) Soe Dee) sheet, 
A [vere 
srk [VERE | ea 
où |S] <r. 


Cela posé, supposons que le nombre a satisfasse aux conditions 


(9) a<a—Ea<6, 


a et 6 étant deux fractions positives données. 
Prenons un nombre positif p vérifiant les inégalités 


(10) OL DEA 


et examinons les valeurs de la fonction g(— x) dans le domaine de la 
variable x défini par l'inégalité 


(11) R(V— 2) < vp 


et les conditions (9). 
En vertu des inégalités (9), (ro) et (11), on aura 


R(Vz) > Vp; 


il en résulte que la fonction g(a), en vertu du théorème II, sera finie 
dans le domaine considéré de la variable æ. 
En observant que 


(ere 
a 


J 1 


2 
<1- <3 rt pees Ee ee LE 
oN ; (a—Ea)(Ea+1—a) ~ a—f)’ 
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à cause de (9), (10) et (rt), on obtient, à l’aide de la formule (8), 
l'inégalité 
lg(—2x)|<Pa?, 
et, à plus forte raison, 
Ig(—z)|<P]x1; 
dans cette inégalité P désigne une constante fixe. 
Le théorème suivant est donc démontré : 


Tutortme IV. — Quelque petit que soit un nombre positif +, pris arbi- 
trairement, on peut toujours déterminer une constante P de manière que 
l’inégaluié 

Ig(—aæ)<PIxf 
ait lieu à la seule condition que la partie réelle de x vérifie les inégalités 


c= (2) — BR (ey = 6, 


les fractions positives x et $ étant prises arbitrairement. 


(À suivre.) 


y 
Ruf 


i. = 


ae bi à © eae 


a LE La | ge 7 pe 2 Ce et 
PO Yh MS PE TRE 


SUR LA RÉDUCTION 


SYSTÈME DE SUBSTITUTIONS LINÉAIRES D'ORDRE 4, 


. Par M. R: ALEZAIS. 


1. Dans un article précédent de ce journal, paru en 1902, j'ai 
résumé les parties de ma thèse où je me suis occupé d’une classe de 
fonctions hyperfuchsiennes et de leur groupe de substitutions. Ces 
substitutions, que je suppose prises sous forme homogène, ont pour 


coefficients des entiers complexes dela forme a + bA C See ee NS — / =) : 


u, v, w étant les variables et u,,¢,, w, leurs conjuguées, elles trans- 
forment en elle-méme la forme quadratique 


(1) F= uu, + vw, + 0,0. 


Je vais considérer maintenant les substitutions 4 coefficients de 
même espèce, qui reproduisent cette forme multipliée par un entier 
réel &. 


2. On dit que deux substitutions U et V d’ordre & sont équi- 
valentes, s’il existe une substitution T d’ordre 1 telle que l’on ait 


(2) TU=V. 


Cette définition a été introduite par M. Hermite dans ses travaux 
célébres sur la transformation des fonctions abéliennes (Comptes 
rendus, 1855) et ila montré l’importance que présente, au point de 
vue de la théorie des fonctions, le nombre des substitutions non équi- 
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valentes. M. Picard a appliqué ces mêmes recherches à la théorie des 
fonctions hyperfuchsiennes qu’il venait de découvrir (Comptes rendus, 
1882), et, par analogie, il est facile de prévoir qu'elles sont appelées 
à jouer un rôle également important dans cette nouvelle étude. 

Soient en particulier J,(u, », æ), J,(u, v, w) deux fonctions hyper- 
fuchsiennes admettant pour groupe de substitutions celui des sub- 
stitutions semblables de F, et soit 


Je ty.) mm) = Uae, mt 
ce que l’on obtient en effectuant sur u, », w dans J, la substitution U 


d'ordre #; il existe, d’après un théorème de M. Picard, une relation 
algébrique entre les trois fonctions J,, J,, J;, soit 


(3) ®[J,(u, 0, w), Jo(u, v, w), Ju, 9, w)] — 0. 
Effectuons sur u, ¢, æ une substitution quelconque T d’ordre 1; 


J, et J, ne changeront pas; le degré de l'équation (3) en J, sera égal 
au nombre des valeurs différentes que prendra J,; or J; est devenu 


J, |T(u, 9, v)| = JT, IUT (4, 6, vj) =J,|U'(u, v, w)} 
où U’ est une substitution d’ordre #. 
Donnons a T deux déterminations différentes T, et T,, et soient 
J, =I; [Ti (u, °, v){ = IUT, (u, », w)| =D EU (u,v,æ)] =J,(U’, V’, W'), 
J, =I; Tu, 0, w)| = {UT (4, o, w){ =J,| Uy (u, », w)| —J,( 0", V', W”). 


Pour que l’on puisse avoir J} = J), il faut que les arguments U’, V’, 
W’ et U”, V’, W” se déduisent l’un de l’autre par une substitution du 
groupe de J,, c’est-à-dire que l’on ait 

TU! —U, 
T’ étant une substitution d’ordre 1; cette condition est d’ailleurs suf- 
fisante, car, si elle est réalisée, ona 


J, =I, | TU, (u, ¢, w)| =I, {U,(u,e,w)| J, 


Si donc T parcourt toutes les substitutions d'ordre r, J, prendra au 
plus autant de valeurs qu'il y a d'unités dans un système complet de 
substitutions non équivalentes d'ordre #. Le nombre N des substitu- 


SUR LA RÉDUCTION D'UN SYSTÈME DE SUBSTITUTIONS, ETC. 271 


tions d’un tel système fournit donc une limite supérieure du degré 
en J, de l'équation (3). Mais, de plus, on peut montrer que N est ce 
degré lui-même; il suffit pour cela d'établir que toute substitution # 
est équivalente à une substitution de la forme UT ou, en d’autres 
termes, que toute substitution d’ordre & est de la forme T’UT, U étant 
une substitution particulière d'ordre #, et T et T’ étant des substitu- 
tions d’ordre 1; or, nous vérifierons plus loin qu’il en est bien ainsi 
pour toutes les valeurs considérées de 4 ('). 


3. Je suppose les substitutions sous forme homogène et je les 
écris 
u' = A,w+B,°+ Cu, 
(4) (9 =A,w+B,04+ Qu, 
w— A, w+B,¢9+ Cu, 
ou encore 
A, B, CG 
U1 As-B, CG, 
A, B; C 


En représentant les quantités conjuguées des A, B, C par les lettres 
grecques correspondantes, la substitution inverse de (4) est 


mae (A I If 
Cie Hate Vall is 


= 
S 


es 1 / if fe 
= 7 (ea + av'+ au), 
Lu 


v= = (Gs sw! + By p! ne Bs; uw! Ÿe 
À 


(1) On pourrait raisonner de la manière suivante : Reprenons les fonctions 0 construites 
par M. Picard et étudiées dans les autres parties de ma thèse; à toute substitution 
1 1 > se 

d’ordre k effectuée sur z, , æ correspond pour ces fonctions une Dos d ordre À ; 
on sait que, si U est une transformation particuliére d'ordre Æ et U’ une transformation 
quelconque du méme ordre, on peut toujours trouver deux transformations du premier 


ordre T et T' telles que l’on ait 
U= TUT; 


il en est donc de même des substitutions. Le raisonnement ne vaudrait pas, parce que, 
à toute transformation du premier ordre, ne correspond pas nécessairement une substi- 
tution transformant F en elle-même. 
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En exprimant que (4) multiplie la forme F par k et que (5) la mul- 
tiplie par 7 on est conduit aux deux systemes suivants de conditions 
dont il est facile de vérifier l’équivalence 

AB + Az6,+ AsB3 =A, 


Ciy2 + Gays + C3y; =f, 
A, a+ Aga, + Asa —0, 


as B,6.+ B,6,+ B38; — 0, 
Ci a + Cia, + C; a =a 

\ Ci Ba + Cor + C38; — 0. 

A, B+ By a, + Cyr: = À, 

A;8;+ Bios + C37; =A, 

(6') A, 8,+ Bio + Cyy, =0, 


As Bo+ B, © a= C,72= 0, 
AB: + B,a; + Cyy; =0, 
A,B; + Ba; + Co y3;=0. 


Il résulte de ces équations 


C, a Ce D C; 
&%,B3;— a3, en a3 (B2— 253 ae 2B, — a1 Be 


(7) 


=o" 


s étant la valeur commune des trois rapports. Et de plus, « désignant 
la quantité conjuguée de s, on trouve 


(8) so — 


d’où il suit que & est un entier susceptible d’être mis sous la forme 
k=(a+ bh)(a+ 62?) = a — ab + B, 


c'est-à-dire un entier de la forme 3m + 1 ou 3(3m +1). 
Il résulte des équations (6) et (7) 


A,B, — A,B, = ksy,, A; B,— A,B; = Ksy.2, A,B,— A,B, = Ksy3, 
(9) B,C,;— B,C, hs, B,C, — B,C; =ksBs, B,C, — B,C, = ks8,, 
A3 Ci — A, C; = Asa, A, C; —A;C,= Asa, A,C, — AC = sas. 


sh sut ét de à 


TAN TE 
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et 
Aa By C 
(10) AG A, [Bs (> — ks. 
|A; B; CG 


Une des valeurs de s vérifiant l'équation (8) est évidemment 


I 
— 
a + bp?” 


e désignant À ou A?; la valeur la plus générale de s peut s’écrire 


Q 


~< 


arte 


où la quantité Q et sa conjuguée Q, doivent vérifier la condition , 


O0 

Il en résulte 
L 
Q = EP: L, 


oue=+1, ¢, est une racine cubique quelconque de l’unité, L est un 


entier complexe et L, son conjugué. Mais A devant être entier, L ne 
peut contenir d'autre facteur que @ + bp à la première ou à la seconde 
puissance; on a donc en définitive 

+. (a se bp)” 
(11) PI (a + bp?) 
Avee = 0 OU 2 =1-("). 


(1) Il peut être utile de condenser les formules (9) en une seule. Supposons # = o 
(c’est, ainsi que nous le verrons bientôt, le seul cas important), posons 


Ar B, QG Dy; Dis Dis 
Ay Be Cy | = | Der De Das 1, 
A3 B3 C3 D3, Ds Ds3 


et soit A;; la quantité conjuguée de D;;: les formules (9) seront contenues dans 
formule be 
Dag Dya — DygDas = (— 1)*+B+y+6 r1 (A — 22) Agey6+8; 
a, 8, y, à.représentent les nombres 1, 2, 3 dans un ordre quelconque; toutefois, on doit 
supposer 8 < à, a < y et réduire (mod 3) les indices a +, 8 + à de manière à ne leur 
laisser qu’une des valeurs 1, 2 ou 3. 
Ann. Ée. Norm., (3), XXI. — Juizer 1904. 39 
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4. On voit facilement que 
I oO oO oO 
fetal Bee's) Be 0 , = | 1 
o o (—À)* 0 


sont des substitutions d’ordre 1. Or ona 


TU = U/, 


si U’ se déduit de U en multipliant par (— A)* les éléments de la troi- 


sième ligne, et l’on a 
ou — fF, 


si U’ se déduit de U par l’échange des deux premieres lignes. 
fl en résulte que, dans la recherche des substitutions non équiva- 
lentes, on peut réduire à l’unité le facteur co, de l’expression (11) et 


échanger les deux premières lignes. 


5. Considérons maintenant les conditions générales d’équivalence. 


De l’équation TU=U’, on tire T= U'U"'" 


c’est-à-dire en dési- 


gnant les éléments de T par M;, P;, R;(¢= 1, 2, 3) et ceux de U’ par 


Al, By C'(é=ates di 


3, 
M PR A OB Ct k 
PP RP =] a Bc | | 
Me Pao Ke aye ce is 
k 
ou 
I a */ I j ; = 
Mi 7. (Ai 62+ Bia, + Ci), Pi 7 (ALB. + Bray + Ci 7), 
Ar : - | 
(12) M: 7 (Aj 62+ Bra+ Cy y2), P2=7 (Aj 6, + Bla, + C71), 
I ! ! ! ; . x 
M; = 7 (A5 82+ By ot + C3 y2), P;= 7 (A; 3 + Bla + Ciy), 


k k 
est 
k KE 
vi 7s 
ROUE 


I 
R,=7 (A, 63+ Bi a3-+ Ci 7 
i= (A; B3+ By a, + C7; 


I r à MV 
B;— 7 (As Bs + By a + C3 7: 


Pour que les substitutions U et U’ soient équivalentes, il faut et 


suffit que ces quantités soient des entiers. 
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6. Si, dans l’expression (11)-de s, on suppose x — 1, il résulte des 
equations (9) que tous les éléments de la substitution sont multiples 
de a + bp. Or, considérons la substitution 


a+bp o 0 
(£) oO a+bp o : 
oO fa) a + bp 


c'est une substitution d'ordre # pour laquelle z = 1. Mettons-la à la 
place de U’ dans la relation TU =U’, les équations (12) deviendront 


a Be es a Bs Een Ba 
Er rer lee 
[RS CE) pees Oy sed 3 
Mere ee hae ere 

V2. fetes Pah) u/s 
DETTE ere ae Rp 


On voit que pour qu’une substitution d'ordre & soit équivalente 
à (0), il faut et suffit que tous ses éléments soient multiples dea+ bo. 
Ainsi toute substitution d’ordre #, pour laquelle 7 = 1, est équiva- 
lente à (C); cette dernière substitution perd d’ailleurs tout intérêt si 
l’on considère seulement les rapports =; =. Nous pouvons donc sup- 


poser désormais rn = 0. 


7. M. Picard a effectué la réduction de ces substitutions en suppo- 
sant # nombre premier de la forme 5» + 1, et il en a publié les résul- 
tats dans une Note des Comptes rendus (1882). Toutes les substitutions 
y sont ramenées à cing Tableaux contenant, outre la quantité p qui 
peut prendre les valeurs À et A’, une indéterminée assujettie à vérifier 
certaines congruences. En comptant le nombre des solutions de ces 
congruences, on arrive à trouver le nombre des substitutions non 


équivalentes. 


8. J'ai repris dans ma thèse cette réduction; j’y ai justifié les résul- 
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tats de M. Picard, et j'ai montré qu’on peut aussi les présenter de la 


manière suivante : 
Considérons le Tableau 


1 + 4n8 + 4nn, 66, — 266, ‘+ + 20(1+2n6) 
(A) — 2 knn k 2kn ; 
—a2(a+ be)n(1+ 27,4) 2(a+bp)%, (a+ bp)(1+4n,9,) : 


où y, et 0, sont les quantités conjuguées de n et 0. En premier lieu, il 
est facile de voir qu'il représente une substitution d’ordre #, quels 
que soient les entiers complexes n et 0. En second lieu, j’ai montré 
dans ma thèse que deux substitutions de ce Tableau, relatives à une 
même valeur de n et à la même détermination de p, sont équivalentes, 
non seulement si les valeurs correspondantes de 0 sont congrues 
entre elles selon le module #, mais aussi si elles sont toutes deux mul- 
tiples de a+ bo; il en résulte que le nombre des substitutions non 
équivalentes relatives à une même valeur de y est, non pas 24°, mais 
seulement 2(4—k+1)("). 

Ceci posé, voici les résultats auxquels je suis parvenu ; on obtient 
un système complet de substitutions non équivalentes d'ordre 4: 


(1) Il est facile de voir que parmi les Æ? entiers complexes formant un système complet 
de nombres incongrus selon le mod 4, il en est & qui sont multiples de a+ bo. En effet, 
soit un entier quelconque § + no, pour qu'il soit multiple de @+ bo, il faut et suffit qu’il 
existe des entiers réels x et y tels que l'on ait (mod k), 


E+no=(a +bp}(x + ye) 


ou 
ax— by = à, 


ba+(a— b)y=n, 42 ve. a 


A fio a, 
$ 


ce système entraîne le suivant : 


i] 


| 


an — LE = 0 


bn+(a—b)È=0o (modÆ). 


Ce système homogène ayant va discriminant congru à o (mod À) équivaut à une seule 
congruence, par exemple n = — d'où E + np = 5 (a+ bp). Cette expression ne con- 


tenant qu'une indéterminée à x pee (mod #), 


le dat à de net à à. 
VE TR Ÿ 
\ 
4 
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1° En faisant n —o dans le Tableau précédent, puis en prenant 
toutes les substitutions non équivalentes du Tableau («) ainsi obtenu. 
D'après ce que je viens de dire, on les obtient en faisant parcourir 
1 9=m+ni(met x entiers réels) un système de valeurs incon- 
grues selon le module #, mais en ne retenant qu'une seule des & va- 
leurs qui sont multiples de a + bp, enfin en faisant successivement! o 
égal à À et à À?. On a ainsi 2(4? — # + 1) substitutions. 

2° En intervertissant les deux premières colonnes dans le Ta- 
bleau («), puis, dans le Tableau (8) ainsi obtenu, en faisant parcourir 
à 4 un système de valeurs multiples de a + bp? et incongrues selon le 
module a + bp et en donnant à b ses deux valeurs. On a ainsi 24 sub- 
stitutions. | 

3° En faisant n = 1 dans le Tableau primitif, puis dans le Tableau (y) 
ainsi obtenu, en prenant 9 premier avec # et tel que 1 + 20 soit mul- 
tiple de a + bp? sans l'être de a + bg; puis en prenant 0 multiple de 
a +. bo? et tel que r+ 40 le soit de a + 60; enfin en donnant toujours 
à ? ses deux valeurs. On a ainsi 2(4— 2) + 2 — 24 — 2 substitutions. 

4° En intervertissant les deux premières colonnes (y), puis dans le 


“Tableau (y’) ainsi obtenu, en prenant 0 tel que 1 + 20, et que 2+ 39 
soient multiples de a+ 69; et en donnant à p ses deux valeurs. On 
obtient ainsi deux substitutions. 


En définitive, le nombre total des substitutions d’ordre k, & étant 
premier et de la forme 3m + 1, est 


DORE ae pti) a (KP = Er), 


+ 9. Je vais développer les calculs en supposant # = 3; ce cas parti- 


culier présente quelque intérêt comme devant fournir pour le degré 


en J, de l'équation (3) la valeur la plus basse. La marche à «suivre 
pour le traiter présente de grandes analogies avec celle du cas préçé- 
dent. Le calcul, toutefois, diffère d’une manière assez notable eh 


raison de la circonstance suivante : on aicia+ bo =1+ 2h, el, par 


suite, a+ bo” =1+ 2A? = — (1+ 2A); pour établir qu'une quantité est 
divisible par-&, il ne suffit done plus de montrer qu’elle est divisible 
par a + bo et par a+ bp”. Une autre conséquence immédiate de ce 
fait, est que deux substitutions qui ne different que par la détermina- 
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tion de ¢ sont équivalentes entre elles, nous pourrons donc désormais 
remplacer 9 par À. 


. . # . L 
10. Considérons les deux Tableaux suivants, qui se déduisent l’un 
de l’autre en échangeant les deux premières colonnes : 


1+ 4nd + Ann, 09, — 268, —24(1+ 20191) 
U — —6nn 3 6n; , 
—a(r+2A)n(r+27,9,) 2(c+2A)0, (i+22)(1 + 4m) 


— 200, 1+ 4n0 + Ann, 08, — 26(1+ 2, 9,) 
Ve o — 6nn, Gn: : 
a(1+92)4 —2(1+2A)n(t+2n1,6,) (1 +2A)(1+ 401%) 


Il est facile de voir que toutes les substitutions qu’on en déduit en 
prenant pour 7 et 0 des entiers complexes quelconques de la forme 
m+nx et pour n,, 9, les entiers conjugués, sont des substitutions 
d’ordre 3. Je vais d’abord effectuer la réduction des substitutions U 
et V, puis je montrerai que les substitutions quelconques d’ordre 3 
sont équivalentes aux mémes substitutions que les substitutions U 
Et 


11. D'une manière générale, nous avons vu que, pour déterminer 
si deux substitutions sont équivalentes, il faut porter leurs coefficients 
dans les relations (12) et chercher si les nombres M, P, R ainsi obte- 
nus sont entiers. S'il s’agit de substitutions U ou V, on voit immédia- 
tement que M,, M,, M,, P., R,, R, sont entiers; il suffit done de 
s'occuper des trois quantités P,, R, et P,. Des deux substitutions dont 
je cherche l’équivalence, je suppose l'une caractérisée par n, 0, et 
l’autre par 7/, 0’. On trouve que les quantités M, P, R sont les mêmes 
que l’on compare deux substitutions U ou que l’on compare deux sub- 
stitutions V; mais elles ont d’autres valeurs si l’on compare une sub- 
stitution U et une substitution V. Je désignerai par M’, P’, R' les 
quantités M, P, R relatives à ce second cas. 
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Posons 


(Pi) =U +408 + Ann! 661) 00, + (1 + A O1 + Grin, 00, 9 0 
— 2(1+2n0)(1+2n6,)0,0, 
G3) JR) = (1+ Gn! 6 Gan, 98, 8 + an, (1 + 2n0)0'0, 
— (1+ 4n0)(1 + an), 0:)6", 
(Ps) = 2n'(1+ 20101) 60, + (1+ 4,9, + Grn, 00, )6! 
(ran?) An, 0,)0,, 
(Pi) = 400,00, + (1+ An, 0, + 4nn, 00, )(1 + 4n'0'+ 4n!n! 00!) 
+ 4(1+ 200) (1+ an, 81 )0,5 
] (R;)= 20081 +. M(1+2n0)(1+4n 0 + 4n'n00;) 
+ (1+ Gn6)(1-+ 204 01)8, 
(P35 )= 200,0 Ænt(i+4nt + 4nn,96,) (1+ an; %) 
+ (1+ 2n9)(1+ Gn} 91). 


(14) 


Si l’on cherche l’équivalence de deux substitutions U ou de deux 
substitutions V, on trouve 


2 


2 
(15) Pie (Pi MR 


2 
(R,), ae Stray au 
Si l’on cherche l’équivalence d’une substitution U et d’une substi- 
tution V, on trouve 


2 


y/ 
ory 5 


I I I Ve 2 I I 
(16) Pi 3(Pi), Pepe tg Lu = 


Il est utile de remarquer que l’on a 
(17) (Pi) = (Ri) + (Q1) = 4'(P3) + (Qs), 


en posant 
Ge | (Qu) = (r+ 27494) — (1+ 2m 4) 
BP | (Q;)=(1 4+ an!) 60, —(1+ 2n9)6, 6, 


et, de méme, 


(19) (Pi) = 24,(B,) + (Q1) =2 4(P3) + (Q3), 
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en posant 


! 


(QL) = + am )( Gl + ali 9/03) + a(t + 2105 94) 918, 
120) 1 (Q,)=(i+2n 6 (1+ 419+ Grn, 99,) + 2(1+ 2n0)8, 8". 


12. Considérons d’abord deux substitutions U ou deux substitu- 
tions V relatives à une même valeur de ». 
En faisant 1 = 7 dans les formules (15), il vient 


P,) = 60,+6'6,—26,0,  (R)—=0—0, (P3)=6,—4%. 
(P1) 


En portant ces valeurs dans les équations (15), on voit que R, et P, 
sont entiers si l’on a 


(21) 6—@'=—(r+ 2A)a, 


où x est un entier complexe quelconque. 
Pour que P, soit entier, il faut.que P, soit multiple de 3; or, en 
tenant compte de (21),ona 


(P;)=3zx+(1+24)(0x, + x6). 


Pour que (P,) soit multiple de 5, il faut que 0x, + 29, soit mul- 
tiple de 1+ 2A; mais 0x, + x0,, qui est réel, ne peut être multiple 
de 1-+ 2Asans l'être de 3; il faut donc que l’on ait : 


Gry 20 01, 
où y est un entier réel. Posons 


0x, = © + Àd (9 et J réels), 
nous aurons 
v= 290 — 3», 
dou 
Ox, =9 +A(29—3v) = (142A) [94+ (1+ 2A)Ay]. 


Ainsi 9a, doit être multiple de 1 + 2A, ce qui entraine que soit 0, 
soit x, le soit aussi. Si 0 est multiple de r+ 2, on voit facilement 
sur la forme primitive que, pour que(P,) soit multiple de 3, il faut et 
il suffit que 9 soit aussi multiple de 1 + 2X. Pour que a, le soit, il 
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faut et suffit que 0 — 4’ soit multiple de 3. Ainsi pour que deux sub- 
stitutions d’un Tableau U ou d’un Tableau V relatives à une même 
valeur de 7 ne soient pas équivalentes, il faut que les valeurs corres- 
pondantes de 0 soient incongrues selon le module 3 et qu’elles ne 
soient pas toutes deux multiples de 1+ 2A. Il en résulte que pour 
chaque valeur de n le Tableau U et le Tableau V donnent chacun 
3° — (3 —1)=7 substitutions non équivalentes entre elles. 


15. Faisons 7 =o dans U et V, nous aurons les deux Tableaux 
suivants : 


(a) DNS oO 
Oo 2(1+2À)0 1+ 2A 
— 200, I —26 


(6) | 3 o 0 
2(1+92À)4 o 1+o9à 


Cherchons dans quel cas ces deux Tableaux sont équivalents. Pour 
cela, supposons que dans (8), 9 soit remplacé par 4’, puis faisons 
n = 1 = 0 dans les relations (14) et (16); nous aurons 


P'— 3 (t+ 40,0" + 490,0 0;), 


26! 
R = + 2661), 
ns 20, 9 I 
Py + 294), 


Si 4’ est multiple de 1+ 2A, P’, ne peut pas être entier; si au con- 
traire 0’ est premier avec 3, on peut choisir 0 de manière que 1 + 266/, 
et, par suite, 1+ 20,0’ soient multiples de 3 et ainsi 

pi : [1+ 20,0 + 20,0 (1+ 266, )], 
R', P! sont entiers. Mais, d’après le numéro précédent, toutes les 
- : . . . = : 
substitutions de (B) qui correspondent à 0 multiple de 1+ 2A sont 
Ann. Fe, Norm., (3), XXI. — JuILLET 1904. 36 
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équivalentes entre elles. Le Tableau (8) ne donne done qu’une seule 
substitution non équivalente aux substitutions (x). 


14. Comparons maintenant une substitution U ou V quelconque, 
que je supposerai caractérisée par 7/ et 9’, aux substitutions (æ) et (B), 
il faut pour cela faire n =o dans les relations (13), (20). On est 
amené à distinguer les cas suivants : - 

1° Soit 0’ multiple de 1 + 24. En prenant 4 multiple de 1 + 2A, on 
voit que (R,) et (P,) sont multiples de 1 + 2A et que (Q,) et (Q; ) 
sont multiples de 3; ilen résulte, d’apres la formule (17), que (P,) est 
aussi multiple de 3 et l’équivalence est établie. 

> Soient 9’ et 1+ 27/0 premiers avec 1 + 22. En assujettissant 4 
à vérifier la congruence 


(22) (1+2n9)0—0=0o (mod r + 2A), 


on voit que (Q,) et (Q,) sont multiples de 1 + 2A. On a ensuite, en 
tenant compte de (22), 

G+2n0)(R)=28 (n9—1",08,) (mod nl 
mod I — 2A). 
(1+ an! 6") (1+ 20), 9) (Ps) = 26, (n'@ — m7), 6, ) 


Mais la différence de deux quantités conjuguées est le produit 
de 1+ 2A par un entier réel; les premiers membres et par suite 
(R,) et (P,) sont done multiples de 1+ 2A. Il reste à voir que 


(Py) = 6,(R,) + (Q,) 


est multiple de 3. Ecrivons 
(1+ an/0')9O—AW=(1+ 2A) a. 
x est de la forme 
e2mit+(i+ar7'é’)a 
où € est une détermination quelconque de a et & est un entier com- 
plexe quelconque. Il en résulte 


LICE an! 6')(P,) ve 20,0 (19 —1n! G) 
one < 1 + 2À 
(mod 1 + 2d). 


+ (1+ an’) [Ey (+ 2110) ow, | 


Le coellicient de &, étant premier avee 1 + 2X, on peut profiter de 
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l'indétermination de &, pour rendre le second membre multiple 
de 1+ 2A et (P,) se trouve ainsi multiple de 3. L’équivalence est 
done encore obtenue. 

3° Soit 1-+ 270’ multiple de 1+ 2A. Done 0’ premier à 1 + 24. Je 
remarque d'abord que (Q,) (avec n—o) ne peut être multiple 
de r1+ 2A. Au contraire, (Q°) l’est par le fait de l'hypothèse, car 


1+4n 0 + 4nn,0 0, —1+ 2n 0 + on'0' (1+ 2710, ). 


De plus, pour que (Q;) le soit, il est nécessaire de choisir 0 mul- 
tiple lui-même de r+ 24; 0 étant ainsi choisi, (R') et (P, ) sont aussi 
multiples de cette même quantité, mais alors, pour que 


(Pi)=28(R;)+(Q;) 


soit multiple de 3, il faut que (Q') le soit. Or, dans (Q'), le terme 
2(1+2n,0,)0,0" l’est également, il faut donc que l’autre terme 
1+ 490 +4nn,00" le soit. Or posons 
1+92n 0 —(1+2))x, 
nous aurons 
1+ fn! 0 + 4n!n,0 0 —=3xx + (1 +22)(x + x). 


En raisonnant comme au n° 12, on voit que, pour que le second 
membre soit multiple de 3, il faut que a soit multiple de 1+ 2A et 
par suite que 1 + 27/9’ soitmultiple de 3. Cette condition est d’ailleurs 
suffisante. 

Nous trouvons done un cas unique où les substitutions U et V les 
plus générales nese réduisent pas a(#) ou à (6); c’est celui où 1 + 27/0 
est multiple de 1 + 2A sans l’être de 3. 


15. Faisons n — 1 dans U et V, nous aurons les tableaux suivants : 


1+ 40+ 400, — 208, —20(1 +26;) 

(7) En CN 3 6 ; 
—o{i+ 2A)(1-+26,) 2(1+2A)% (1+ 21) (1-+ 46) 
— 206, 1+ 40+ 406, —26(1+ 26,) 

(7) 3 =a 6 


a(1+-2A)6, —2(1-+2A)(1+29,) (1+ 2A) (1+ 461) 
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Supposons 9 remplacé par 4’ dans (y’) et comparons entre elles les 
substitutions (y) et (y) en nous mettant dans le cas où elles ne 
se réduisent pas à («) ou (B), c’est-à-dire en supposant 1 + 29’ mul- 
tiple de 1 + 2A et non divisible par 3. Pour cela, faisons n= 1 =1 
dans les formules (14) et (20). 1+ 20° étant multiple de 1+ 2A, on 
voit qu'il en est de même de (Q°) et que, pour que (R,) le soit, il faut 
et il suffit que 0 le soit aussi. 0 étant ainsi choisi, pour que 


(P,) = 29,(R,) + (Q)) 


soit multiple de 3, il faut que (Q,) le soit, or nous avons vu au numero 
précédent que ceci exige que 1 + 24’ soit multiple de 3 contrairement 
à l'hypothèse. Ainsi dans le cas où les substitutions (7) et (y’) ne sont 
pas équivalentes aux substitutions (x) ou (6), elles ne le sont pas 
entre elles. 


16. Il s’agit maintenant, en supposant 1 + 274’ multiple de 1 + 2A 
et non de 3, de comparer les substitutions caractérisées par 7’ et 0’ 
aux substitutions (+) et (y’). Nous allons voir que la réduction réussit 
en portant les expressions (13), où nous aurons fait n =1, dans les 
équations (15); il en résultera que les substitutions U se réduisent 
à (y) et les substitutions V à (+). 

Dans les hypothèses actuelles, pour que (Q,) soit multiple de r+ 2A, 
il faut que 1 +20 le soit. 0 étant choisi de manière à vérifier cette 
condition, on voit que(R, ), (P,)et(Q, )sont aussi multiples de r+ 2A; 
il reste à rendre (P, ) multiple de 3, ou 


(Pi) _ 9 ( Ri) + (Qi) 


ayy T= 


multiple de 1+ 24. Posons 
1+ a9'0’= (14+ 2A) 2, i+ 29==(1 4+-9A) ys 
nous aurons 


4(P 
IE pti (y+ 91) 86% (modi +22). 


SUR LA RÉDUCTION D'UN SYSTÈME DE SUBSTITUTIONS, ETC. 285 
Or y est de la forme 
F=Y+25 


où Y est une détermination quelconque de y, ct & est un entier arbi- 
traire qu'il suffit ici de supposer réel. On peut donc écrire 


4(Py) 
or 


=2+am—4(Y+Y,)06—166 6m (modi 23). 


Le coefficient de & est premier avec 3, on peut donc choisir & de 
manière à rendre le second membre multiple de 3. 

Chacun des tableaux (+) et (y’) fournit autant de substitutions non 
équivalentes entre elles ni aux substitutions (x) et (8) qu’il y a de 
classes de nombres incongrus (mod3), multiples de 1+ 2A et non 
de 3, c’est-à-dire 3 —1 = 2. 


17. En joignant ce résultat à ceux que nous venons d'obtenir, on 
voit que le nombre des substitutions non équivalentes auxquelles se 
réduisent les tableaux U et V d’ordre 3 est 


TH+I+2+2—I12. 


Ces substitutions correspondent à 2 =o (n° 4); si l'on veut intro- 
duire celles qui correspondent à mz — 1, il faudra ajouter l'unique 
. substitution 


HSE VIS D te) 
er 0 1+2À 0 
fa) fa) ie oy 


18. Avec k = 3, on ne peut pas remplacer (y’) par le tableau (à) 
obtenu en faisant n — 2 dans U. En effet, les substitutions qui se 
réduisent à (y) étant des substitutions V, il faudrait que les quantités 
(14), où Von aurait fait y= 2, n'=1, rendissent entiers les seconds 
membres des équations (16) et cela en supposant 1 +20 multiples 
de 1+2Àet non de 3. 

Or 1 + 26’ étant multiple de 1 + 2A, pour que (R') le soit, il faut 
que 0 le soit aussi. D'autre part, (Q;) est multiple de 1 + 24 quel que, 
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soit 0. Mais alors, pour que 

(Pi) =268,(R;)+ (Q:) 
soit multiple de 3, il faut que (Q) le soit, ce qui exigerait, comme 
au n° 14, 3°, que 1 + 20 soit multiple de 3, contrairement à l’hypo- 


thèse. 


19. Il reste à montrer que toutes les substitutions d'ordre 3 se 
réduisent à celles des tableaux (x), (8), (y), (y), (CC). 

Considérons une substitution quelconque d’ordre 3; on peut faire 
sur cette substitution les remarques suivantes qui se déduisent des 
équations de condition écrites plus haut : 

1° S'il n'existe aucune ligne du tableau des coefficients 


AH 
But 
COS AE 


dont deux éléments soient premiers avec 1 + 2A = ÿ— 3, tous les élé- 
ments premiers avec ÿ — 3 appartiennent à la même colonne. C’est une 
conséquence des équations (9) et (11); en effet, supposons, par 
exemple, que A, et B, soient premiers avec 1+ 2A, le binome 
A,B, — A,B, étant multiple de cette quantité, il faut que A, et B, ne 
le soient pas, et ainsi deux des lignes ont deux éléments premiers 
avec I+ 2A. 

2° Si tous les A et tous les B sont multiples de 1+ 2A, il en est de 
même des C. En effet, les équations (6’) envisagées comme congruences 
peuvent s’écrire (2, 7 =1, 2, 3) 
(23) A;8;+ B;a;+ C;y;=0 (mod3). 


Si AB; + B;a; est multiple de 3, il faut que C;y; le soit aussi et par 
suite que tous les C soient multiples de 1 + 22('). 


(*) Une troisième remarque qui était vérifiée avec A = 3m + 1 (voir ma Thèse, p. 83. 2°) 
ne l’est plus ici, un A étant premier avec 1+ 2A, les B et les C étant multiples de cette 
quantité, les B ne sont pas nécessairement multiples de 3; en effet, une quantité B; et sa 
conjuguée B; élant toutes deux multiples de 1+-2A, on ne peut en conclure que B; soit 
multiple de 3. 
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"Les cas qui peuvent se présenter sont donc les suivants : 
° Deux éléments d’une même ligne sont premiers avec 1 + 2A; 

2° Un des A est premier avee 1+ 2A, les B sont multiples de 3, 
les C sont multiples de 1 + 2A; 

3° Un des B est premier avec 1+ 24, les A sont multiples de:3, 
les C sont multiples de 1+ 2; 

4° Un des A est premier avec 1+ 2A, les B et les C sont multiples 
de cette quantité ; 

5° Un des B est premier avec 1 + 24, les A et les C sont multiples 
de cette quantité ; 

6° Tous les éléments sont multiples de 1 + 2A. 


20. Dans ce dernier cas, nous savons que la substitution est équi- 
valente à (6), mais, avant d'effectuer la réduction des autres cas, je 
ferai encore les remarques suivantes. 


21. On sait qu'une sana de la forme p + Aq, où petg sont des 
entiers réels, peut encore s’écrire 


2[m + (m--2n)V¥—3 | 
où m et z sont aussi des entiers réels. Écrivons en conséquence 


PNG (a 8 a.) WE, 2B;—0;Æ(b + 2b,)\/= 3, 


DU (ce | 20) 2 
Les relations (23) avec 7 =z deviennent 
[a;+ (a;+ 24; ) V—3] Lo—(b:+ b; )V—3] 
+ PB C6; + 2 b;) V — 3| = (a; +24; NES] 
+ [os (er + 20) V—3] Ler— (r+ 2¢,)V—3]=0 (mod). 
On en tire “i 
(24) c?= a;b; (mod3). | 


[l résulte de cette relation que, sic; n’est pas multiple de 3, a; et b; 
sont, ou bien tous deux congrus à 1, ou bien tous deux congrus à 


— 1(mod3). à 
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22. De même, les relations (9) donnent, en séparant les parties 
réelles et imaginaires, 


ab;—a;bi=0o 
(25) , bc; — bj ¢;=0 (mods) (i, jada 8 ee oe 


a; Cy — AC; = 0, 


et , , ! 
| AC, — C1 5 Hs di Ass => Ay 
’ 0 ! SUR 
AyCy — Cy A3 + C3 Ag 4,0, = Ae 
’ , Ae ae 
a, Cy — Ci A, + Co Ai — AC, = As 
, ! 1 
bate seer D, + Cs bi — bac, LT b, 
26 boc, — ©, b!, + C3 b, — b,c, =— bz (mod 3). 
ao Ss 2 73 l'An | 2 


1 ! ve 

bic, —¢, 0, + Co bi — bac, =— b; 
! PRET We 
a,b’, — bia, + bja; —a;b;=c, 


: ; 
a,b, — bia, + b,a,— a,b, =— 02 


a,b, — bh, a’, + ba, — a,b, =— ¢; 
23. Supposons que pour une valeur de l'indice on ait 
(27) a; =b;=Eec;=E! (mod 3), 


e et e’ désignant indépendamment l’un de l’autre +1; il résulte des 
relations (25) que l’on aura pour les autres valeurs de l'indice 


a; = b;=Eec; (mod 3). 


D'autre part, les équations (6) montrent que les congruences (27) 
ne peuvent pas être réalisées uniquement pour l'indice 3; si donc 
elles sont réalisées pour une valeur de l'indice, elles le seront 
pour 7=1 ou pour c=. Mais en échangeant les deux premières 
lignes, ou en changeant tous les signes, on obtient des substitutions 
équivalentes ; on peut donc toujours supposer que les hypothèses (27) 
sont remplacées par les suivantes : 


(28) «= b,=6ce,=1 (mod 3). 


Supposons ces dernières hypothèses réalisées, les relations (26) 
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donnent en particulier (17°, 3°, 4° et 6° relations) 


i ' 1 TRE 
Cy— E A, + Cp —E C3, =—1 
Cy— A, + Co — ECC, = ECy 

(mod 3). 


! 
c,— eb, +¢,b,—ec3c, = 


me / ! , 
c,— eb, + ¢,b,— 0,6, =—Eec,; 


On en tire facilement 


! 


(ec(a; + 6) + ec, )=a,+ b,+ec! 
! 


mod3). 
| ec;(ai+bi+ec,)=a,+b,+ec! ) 


(29) 


OYA 1 iD ‘ n dc 7 À 7 : 2 ; Ë 
24. Si pour une valeur de #, b; étant premier avec 3, a; et ce; sont 
multiples de 3, les équations (25) montrent que l’on a 


A, = = a3] C=C, =C,;=0 (mod 3), 


et les trois dernieres des équations (26) donnent 
(30) b,a; — bj a, =0 (OMS MY, J == 1, 2, Sir). 


25. Ces préliminaires établis, revenons à la réduction proposée; et 
d’abord comparons la substitution la plus générale d’ordre 3 à la 
substitution (a); il faut pour l’équivalence que l’on ait (") 


(R;)—24,0+C=o (mody—3) veer 
—(P;)= 294;00, + 2C;9,—B;=o (mod 3) ma aes 
Supposons que, pour une valeur de z, A; et C; soient premiers avec 
V— 3, alors a; et c; sont premiers avec 3 et, d’après (24), a; et b; sont 
congrus entre eux et à +1, on est donc ramené aux hypothèses (27) 
qui, ainsi que nous l’avons vu, peuvent être remplacées par les hypo- 


(1) lei et dans ce qui suit, je suppose que, dans les relations (12), on remplace les 
lettres accentuées par les éléments des Tableaux («), (PB), (y), (7/) et que l’on supprime 
les accents des autres lettres. Les expressions (P;) et (R;) sont analogues à celles qui 
ont été désignées plus haut par les mêmes notations; elles sont construites de manière 
à vérifier, dans le cas actuel, les relations (15). 
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thèses (28). Soit donc 
(31) a = b,=ece,=!1 (mod 3). 
Posons 
oG=t+(t+2l')\/—3 (Let L' réels), 
nous aurons 


o(R,)=[a,+ (a, +24, )V¥—3] [e+ (6+ 20) V—3] ++ (+ 2¢,)¥—3. 


Le second membre sera multiple de ÿ—5, si l'on a 


aé+c,=0o (mod 3), 
c'est-à-dire 
t=—e (mod 3); 
il en résulte 
08, =1 (mod 3), 


et l’on à 


—{(P,)=a,+ (a +24) (—3 
—ale,+(e,-+ 2c,)y—3 J[e+ (—e+ 2e) 
ao] ty la ay | (mod 3) 


Yeo 
— 


Ou 


—(P,)=a,4+(a,+2a,)~—3 
+ b+ (db, + 2b,)V—3 Heute(a Had, )}V—3 


+ 6,(—e +20") /—3 (mod 3). 


Pour que (P,) soit multiple de 3, il faut et suffit que l’on ait 


a,+ b+¢ec,=0 A 
(mod 3). 


! 


e(—e+2l)= a+ b +ec 


Or la première de ces congruences est une conséquence immédiate 
des hypothèses (31) et quant à la seconde, on peut déterminer # de 
manière qu'elle soit réalisée puisque e, est premier avec 3. Suppo- 
sons /’ ainsi déterminé, nous aurons 


20=—6+e(a + bi +ec,)V—3 (mod 3). 
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Il reste à montrer que 4 étant ainsi déterminée, (Rey sete) 
(J = 2, 3) jouissent des mêmes propriétés que (R, ) ct CPS). 
Pour (R;), cela résulte, comme avec 4 = 3m +1, des relations 


A,(Rj;)=A,C;—A,;C,=0 (mody—3). 
Quant à (P;),on a 


— 4(P)=a;+(a;+oa;)V—3 

+ ales-+ (+ 20)V—3][—e—e(ai + di +204) ¥—3] 

— 2{[b;+(b,+28:)V=3] (mod 3). 
ou 


—(P;)= ete b;+ EC; 
+{a;+b;+ec;+aa+oibi+oaec—2ec;(a,+bi+ec,)]V—3 (mod 3). 


Pour que (P;)soit multipie de 3, il faut et suffit que l’on ait 


aj bj + SC; == 0 
4 | À à \ ; (mod 3). 
ecj;(@,+ b;+c;)=a;+ b+ ec; 


Ces deux conditions sont réalisées, la premiere en vertu de (31), la 
seconde en vertu de (29). 

La substitution la plus générale d’ordre 3 est done équivalente à (2) 
quand A, et C, sont premiers avec V—3. On voit, comme avec 
k=3m-+1 ('), quelle est aussi équivalente à (a) si, A, étant 
premier avec ÿ—3, tous les B sont multiples de 3 et tous les C sont 
multiples de ÿ— 3. 

On en conclut par symétrie que si B, et C, sont premiers avec 
V=—— 3, ou si B, étant premier avec ÿ— 3, les A sont multiples de 3 et 
les C sont multiples de ÿ—3, la substitution est équivalente à (8). 


26. Pour qu’une substitution se ramène à (+), il faut qu'on puisse 


(1) Voir ma Thèse, p. 85, n° 108. 
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déterminer 9 de manière à avoir, pour’ =1, 2, a 


(R;) = 2(A;—2B;+ 2C;)9 —2B;+ © =o (mod \/— 3), 
—(P;)=2(A:—2B;+ 2€,)96,— 2(2B,—C,)?,— B= 0 (mod 3). 


Faisons les hypothèses suivantes : pour une valeur de z, B; est 
premier avec ÿ—3 et A; et C; sont multiples de cette quantité et par 
suite, b, est premier avec 3 et a; et c; sont multiples de 3; en posant, 


comme plus haut, 


aG=t+(t+2l)V/—3, 
nous aurons 
(R;) =6,(¢+1}  (mody—3). 
Il faut done prendre, pour que (R;) soit multiple devo. 


t=—1 (mod 3), 


9 ‘ 
d'où 
60, =1 (mod 3). 


Il en résulte 


—2(P;)= ANS Oe (db; + 2b;) Vu = 2c!V—3 
+ | 2| 6; +-(b;-+ 2 b)\y/—3 |—2el/—3 1i+ Cire! 
ee (b;+ 2 b;) et) (mods). 


On trouve, en ordonnant, que la partie indépendante de ÿ—3 est 
multiple de 3 et que la condition, pour que (P,;) le soit, se réduit à 


br ol aa) (mod3). 


On peut déterminer ¢’ de manière à vérifier cette congruence et l’on 
a alors 
2b;0=— b; + a; \—3 (mod3). 


( AT ai 3] star 1 Sb Te I< rc | 

) étant ainsi déterminé, je dis que (R;) est multiple de ÿ—3 et que 
f ) = s DE «“ . , d . . 

(P;) est multiple de 3, 7représentant les deux indices autres que é. En 

effet, nous avons vu, (n° 24), que dans les hypothèses actuelles 
C est-à-dir Ay ase A € la ier Tap * à 2». à ; , | 

( e b; étant premier avec 3, a; et c;étant multiples de 3), 

a; etc; sont aussi multiples de 3.1L en résulte immédiatement 


bi(R;)=0 (mody—3 ). 


\ 


\ 


vd tal di EN UP RTC PA ry 
‘6 \ ÿ 


Sree ee 


EC à.‘ 


ah da is ai 
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On a ensuite 


—20;(P;)= brlaiÿ—3—[b;+(b;,+28)V—3]+ 2 CIN 3! 
+ }2[b;-+ (b+ 201) V—3]— 201 —31(8,+ ANS) 
— b;[0,+(0;+20)V=3| (mod3 ). 


La partie indépendante de ÿ—3 est multiple de 3 et la condition 
pour que (P;) le soit se réduit à 


b;a;— bjai= 0 (mod 3). 


Or cette condition est réalisée en vertu de (30). 

Ainsi, quand un des B est premier avec ÿ— 3 et que les A et les C 
sont multiples de cette quantité, la substitution est équivalente à (y). 

Par symétrie, quand un des A est premier avec ÿ—3 et que les B 
et les C sont multiples de cette quantité, la substitution est équiva- 
lente 2: (¥'). 


27. Si l'on remarque que, en vertu de (24), A; et B; ne peuvent pas 
être premiers avec ÿ— 3 sans que C; le soit aussi, on voit que la 
réduction de la substitution la plus générale d’ordre 3 se trouve effec- 
tuée dans tous les cas indiqués au n° 19 et par suite que les douze 
substitutions (a), (8), (y), (7) constituent un système complet de 
substitutions non équivalentes d’ordre 3. 


28. J'ai dit au commencement que pour toutes les valeurs consi- 
sidérées de #, U étant une substitution particulière de cet ordre et U’ 
une substitution quelconque du même ordre, on peut trouver une 
substitution T du premier ordre telle que U’ soit équivalente à UT. 
Ceci résulte immédiatement de ce que le Tableau (A) (n° 8) contient 
des représentants de toutes les classes de substitutions non équiva- 
lentes et que la substitution (A) est égale au produit suivant : 


flO gO 1+ 4n9+4nn,00, —200, —29(1+ 2n,9,) 
Os E20 — 20: I aN; 


0 où a--b6 —an(i+ 27,9) 20, Ea 4701 
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La première de ces substitutions est la substitution d'ordre # qui se 
déduit de (A) en y faisant 7 = 9 = 0; la seconde est une substitution 
d'ordre r, car elle se déduit de (A) en y faisant # = 1. 

Voici, pour # = 3, un système de représentants des douze classes et 
leurs expressions sous la forme UT en prenant pour U la substitution 
U, qui est la plus simple des substitutions d'ordre 3 et en me servant 
d'ailleurs des notations employées dans ma thèse et dans lartiele 
publié dans cette revue (t. XIX, p. 289). 


TABLEAU (2%). 


a= p= 
NON © I —2 —2 
NOM MO ; UU. = 6. 3 oO poe OE Nag A 
0 0 À—)? oO 2(A—2?) )—)? 
ans DE) 
he 2 == OA 
Ooms 0 UT Lee lines ; o =U i 
O 2(22—)) 1—)? o 2(1—)) À—)? 
] =) 
1 —2 2) 1 —2 — 2)? 
0 O = U, | TS Us Ono Oo = U,T? is 
OS (X— 1) -A—A2 DT TE 
§——?}? | 
I —2 2}? 
ESA 7 38 oO a UPT vee 
oO 2(1—)?) A—?? 
Tapieau (6). 
0 —0 
oO I Oo 
‘= i Yet ies 4 U,6', 
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TABLEAU (7). 


Ole) 
D+4À —2 2(A?—1) 
PER ee 6 SUT, Ts, 
—6 2(t—A) 5—2) 
Je 
DH —2 2(A—1) 
U,=]|] —6 3 6 ce Ud A Wee 
6 a(M—1) 222—5 
TaBLEAU (7). 
==) 
— 2 D+ 4A 2(X2— 1) 
NET — 6 6 UT be T2120 
2(1—À) —6 5 — 2h 
Gr 
— 2 d+ 4h)? 2(A—1) 
Nesey leo —6 6 WT F0 
2(22—1) 6 > 2 — 5 


re Ed 7 FINE } 
Ar a bal a "TER 
7? 
7 


6 


Te EE 
NTI LE 2 eer? K vu 


= 


ee due ae WY) 
Pi ee yt ae at ee 


4 . d'A ee Yor 
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SUR L’EXISTENCE, 


DANS CERTAINS 


SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS, 


. DES INTEGRALES 
REPONDANT A DES CONDITIONS INITIALES DONNEES, 


Par M. Cuartes RIQUIER, 


PROFESSEUR A L'UNIVERSITE DE CAEN. 


INTRODUCTION. 


Les résultats du présent Mémoire, communiqués à l’Académie des 
Sciences le 12 janvier 1903, peuvent se résumer comme il suit. 


Soient 
ET RUES CARPE 


HE 


des notations (en nombre limité) désignant, les premières diverses 
variables indépendantes, les dernières diverses fonctions inconnuesde 
ces variables. A chacune des quantités æ, y, ..., u, v, ... faisons cor- 
respondre un entier, positif, nul, ou négatif, que nous nommerons la 
cote de cette quantité; puis, considérant une dérivée d’ordre quel- 
conque r de l’une des fonctions u, ¢, ..., nommons cote de la dérivée 
en question l’entier obtenu en ajoutant à la cote de la fonction celles 
des r variables de différentiation. Il est clair que dans le cas où les 
cotes des diverses variables indépendantes sont toutes égales à 1, la 
cote d’une dérivée quelconque s’obtient en ajoutant à la cote de la 
fonction inconnue l’ordre total de la dérivée. 


Q 
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D'autre part, étant donné un système différentiel résolu par rapport 
à certaines dérivées des fonctions inconnues qui s'y trouvent engagées, 
convenons de dire qu’une dérivée de ces fonctions est principale rela- 
tivement au système, lorsqu'elle coincide, soit avec quelqu'un des 
premiers membres, soit avec quelqu’une de leurs dérivées; conve- 
nons de dire, dans le cas contraire, qu’elle est paramétrique. 

Cela posé, considérons un système différentiel satisfaisant à la double 
condition ct-apres : 

1° Le système est résolu par rapport à certaines dérivées des fonctions 
inconnues qui s'y trouvent engagees, et, st l’on partage les équations en 
groupes suivant que leurs premiers membres appartiennent à telle ou telle 
inconnue, aucun des groupes ainsi obtenus ne contient plus d'une 
equation. 

2° Les seconds membres sont indépendants de toute dérivée principale, 
et, moyennant l'attribution aux variables indépendantes de cotes respec- 
tives toutes égales à 1, et aux fonctions inconnues de cotes respectives 
déterminées, chacun d'eux ne contient, outre les variables indépendantes, 
que des quantités (inconnues ou dérivées) dont la cote ne surpasse pas 
celle du premier membre correspondant. 

Un système de cette espèce étant donné, pour que les intégrales hypo- 
thetiques répondant à des conditions initiales données existent effective- 
ment et soient uniques, il suffit que certaines fonctions (en nombre limité) 
des variables independantes, des inconnues, et de quelques-unes de leurs 
dérivées parametriques, présentent, pour les valeurs numériques initiales 
de leurs arguments, des modules satisfaisant à certaines inégalités. 


Considérons, par exemple, le cas très simple de l'équation aux dé- 
rivées partielles 


(1) Pu CEN Sine du du du Pu 
dx dy ees re dy” dx?” dy? } 

et supposons qu'il s'agisse de déterminer un ensemble de conditions 

suffisantes pour l'existence d'une intégrale (unique) répondant à des 

conditions initiales données. Je désignerai par A et B les dérivées 

. ss = 8 “ 2 2 4 

particlles du second membre / par rapport à ee et oe respective- 
a 

ment, par A, et By, les valeurs numériques initiales de A et B, et je 


1 


rT RN Ae De Li ee 6, à à, 
nr : der 


nt ba tr 
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rappellerai que divers géométres ont successivement assigné comme 
condition suffisante à l'existence de l’intégrale : 

1° La nullité identique des deux fonctions A, B; ce résultat a été 
formulé pour la première fois par M. Picard dans un Mémoire célèbre, 
paru en 1890 (*); il se trouve également contenu, comme cas particu- 
lier, dans des recherches publiées la même année par M. Méray avec 
ma collaboration (?). 

2° La nullité identique de l’une ou l’autre des fonctions A, B; c’est 
la une application particulière de mes recherches sur les systèmes 
orthonomes, dont j'ai commencé la publication en 1893 (*). 

3° La nullité numérique de l’une ou l’autre des valeurs initiales A,, 
B, ; ce résultat a été indiqué par M. Goursat dans une Note commu- 
niquée à l'Académie des Sciences le 2 novembre 1897. 

Ceci étant rappelé, si l’on applique à l'équation (1) la méthode 
exposée dans le présent Mémoire, on trouve comme condition suffi- 
sante la simple inégalité numérique 
I 


mod (A, By) < i 


(1) Mémoire sur la théorie des équations aux dérivées partielles et sur la méthode des 
approximations successives (Journal de mathématiques pures et appliquées, 4° série, 
VE) 

(2) L’équation 

du ‘ du du 
pent (er, nee =} 


se ramène en effet au système différentiel du premier ordre 


du du PR 
Ree (L,Y, les Wy.) 


On ga Ox 
Ou du; 
5 ay fr Hit U, Uz. uy)s 


lequel est immédiat, semi-régulier et passif. Voir a ce sujet le Mémoire de MM. Méray 
et Riquier ayant pour titre : Sur la convergence des développements des intégrales ordi- 


Fr 


naires d’un système d'équations différentielles partielles (Annales de l'Ecole Normale, 
janvier, février et mars 18go). : oa 

(3) Voir dans les Annales de l’École Normale, année 1893, les deux Mémoires inti- 
tulés : De l'existence des intégrales dans un système différentiel quelconque; Sur la 
réduction d’un système différentiel quelconque à un système linéaire et complètement inté- 


grable du premier ordre. 


—— 0 — 
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CHAPITRE J. 


PROPOSITIONS SUR LES COUPURES. 


1. Désignant par æ&, yo, --- des valeurs particulières quelconques 
des variables indépendantes a, y, ..., j'ai, dans mes travaux anté- 
rieurs, nommé fonction schématique de x, y, ... une série entière en 
æ— 5, Y —Y» --- dont tous les coefficients sont arbitraires et sou- 
mis, dans leur ensemble, à la seule restriction de la convergence. 
Quand le nombre des variables se réduit à zéro, la série se réduit à 
une simple constante schématique : c'est ce que nous nommerons par- 
fois une fonction schématique dégénéree. 

J'ai ensuite défini le résidu d'une coupure (' ) effectuée dans une 
fonction schématique de æ, y, ..., et j'ai montré comment on peut, à 
l’aide des calculs les plus élémentaires, former de ce résidu une 
expression simple. Sans revenir ici sur ce que j'ai longuement exposé 
ailleurs (?}, je dois rappeler brièvement en quoi consiste, dans la 
théorie générale des systèmes différentiels, l'utilité de ces considé- 
rations. 

Supposons que l’on ait un système différentiel résolu par rapport à 
certaines dérivées des fonctions inconnues qui s'y trouvent engagées, et 
dont les seconds membres soient, dans un même domaine, tous dé- 
veloppables par la série de Taylor. Des intégrales quelconques (non 
singulières) d’un pareil système étant supposées développées par la 
série de Taylor à partir de valeurs initiales quelconques des variables 
indépendantes, les portions de ces développements formées par l’en- 
semble des termes qui, aux facteurs numériques connus près, ont 


(1) Il va sans dire que le sens attribué ici au mot coupure est tout différent de celui 
qu'il a communément dans la théorie des fonctions d’une variable imaginaire. 

(2) Sur le calcul inverse des dérivées (Annales de la Faculté des Sciences de Mar- 
seille, t. X, fase. 1, p. 9 et suiv.). — Sur une question fondamentale du Calcul intégral 
(Acta Mathematica, t. XXIII, p. 215 et suiv.). k 
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pour coefficients les valeurs initiales des intégrales dont il s’agit et de 
leurs dérivées paramétriques de tous ordres ('), se nommeront les 
determinations initiales de ces intégrales. 

Or, la question se pose à chaque instant, dans la théorie des sys- 
tèmes différentiels, de savoir si un système, résolu par rapport à cer- 
taines dérivées des inconnues, admet ou non quelque groupe d’inté- 
grales possédant des déterminations initiales données; et il importe, 
en conséquence, de formuler cette dernière donnée le plus simple- 
ment possible. Supposons, à cet effet, les inconnues développées à 
partir des valeurs initiales x, yo, ... des variables indépendantes x, 


Y, +++, et laissons dans ces développements tous les coefficients indé- 


terminés : cela étant, il suffit, pour avoir la forme de la détermination 
initiale d’une inconnue quelconque u, de calculer le résidu d’une cer- 
taine coupure pratiquée dans le développement correspondant. On 
obtient ainsi une expression de la forme 


n=g 


(2) Dd Ca = 20) %(¥ — Ho) «++ Foy 


71—1 


où a,, bn, ... désignent des entiers positifs ou nuls, 9, un groupe de 
variables indépendantes extrait du groupe total a, y, ..., et Fy, une 
fonction schématique des seules variables 9,. La donnée de l’expres- 
sion (2) équivaut d’ailleurs à la suivante, par laquelle nous convien- 
drons de la remplacer en toutes circonstances. 

Désignant par w, le groupe de variables complémentaire du 
groupe 9, (7), et faisant successivement nr — 1, 2, ..., g, nous sup- 


poserons donnée la fonction des variables 0, à laquelle se réduit 
GO es vi £ Poe 
—— par l'attribution aux variables w, de leurs valeurs ini- 
OL n OY ro. 
tiales. 
Si l’on considère, par exemple, un système différentiel impliquant 


deux fonctions inconnues u, v des trois variables x, y, z, et résolu par 


(2) Nous avons défini, dans l’Introduction, le sens des locutions dérivée principale, 
dérivée paramétrique. 

(2) C'est-à-dire tel que l’ensemble des deux groupes 0,, w, reproduise, une fois et une 
seule, chacune des variables indépendantes x, y, .. 
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rapport aux quatre dérivées 


Ou de de CA 
Ox dyds Ox dyads dy 


l’application de notre méthode donnera, pour les déterminations ini- 
tiales de u, ¢, les formes respectives 


(3) ( F(y, 3) +(e@— a) H (2, 2) + (x — 20) (y —70)P (x, y), 
l Q(s)+(Y7 —Y0)A + (y — Y)B, 


où A, B désignent deux constantes schématiques et F(y, z), H(æx,s), 
P(x,y), Q(z) quatre fonctions schématiques. La donnée de ces déter- 
minations initiales se formulera d’ailleurs comme il suit : 

S'il s’agit de la première, on se donnera : 1° La fonction de y et = à 
laquelle se réduit u pour x — x, = 0; 2° la fonction dex et sa laquelle 


se réduit pour y —y, = 0; 3° la fonction de x et y à laquelle se 


AU nes 
réduit — dy POUF 5 — By = 0. S'il s’agit de la seconde, on se donnera : 
1° La fonction de z à laquelle se réduit ¢ pour æ — x,—=y— y,=—0; 


2° les valeurs numériques que prennent respectivement es et pour 
A à 

L— L=Y —Yy=%—5,= 0. Des expressions (3) on déduit donc 

immédiatement, pour remplacer la considération des déterminations 

initiales, la Tableau suivant de formules schématiques : 


u—œ(y,sz) pour x —2,=—0, 
dt 
so Me, 3) pour y—y=0, 


du 
Ox Oy = p( 2, 7) pour s—s,—0; 


p= p(s) pour z—a=y—y,=0, 


ov 

= 30 

dy 

510 pour T— xt, —7y — Vo — "Ss — 5) 0. 
oy” | 


D'une manière générale, si l’on considère un système différentiel 
résolu par rapport à certaines dérivées des fonctions inconnues qui 
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s’y trouvent engagées, les formules schématiques, en nombre essen- 
tiellement limité, dont la considération se trouve le plus souvent 
substituée à celle des déterminations initiales, ont la structure sui- 
vante : les premiers membres, tous distincts entre eux, coincident 
chacun avec l'une des inconnues du système ou de leurs dérivées: 
dans chaque second membre figure une fonction schématique de cer- 
taines des variables; et chaque premier membre est assujetti à se 
réduire identiquement au second membre correspondant, lorsqu'on y 
remplace par leurs valeurs initiales celles d'entre les variables indé- 
pendantes dont ne dépend pas la fonction schématique du second 
membre. 

Construire les formules schématiques dont il s’agit, c’est ce que 
nous appellerons désormais fixer l'économie des conditions initiales. 


2. Il nous faut maintenant établir, au sujet des coupures, quelques 
propriétés d’où nous déduirons d’intéressantes conséquences relati- 
vement à la forme des conditions initiales dans un système diffé- 
rentiel. 

Dans toute expression, telle que (2), obtenue à l’aide d’une cou- 


pure, les divers monomes 
CT — Xo )%(¥ —Ho)on ... rerers ns SS 


quimultiplientrespectivement les diverses fonctions schématiques Fy, , 
s’appelleront, pour abréger, les monomes extérieurs de |’expression 
dont il s’agit : à chacune des fonctions schématiques Fy (dont 
quelques-unes peuvent, bien entendu, se réduire & de simples con- 
stantes schématiques) correspond ainsi un monome extérieur, et inver- 
sement. L’expression (2) contient d’ailleurs nécessairement un mo- 
nome extérieur (et un seul) de degré zéro. 

Étant donnée, enfin, une fonction schématique dea, y, ..., celles 
des différences 


(4) T — Los 0 


dont elle ne dépend pas lui seront dites etrangeres. 
Ces définitions posées, nous établirons la proposition suivante : 


Le résidu d'une coupure effectuée dans une fonction schématique à 
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l'aide d’un ensemble E ne contenant aucun terme superflu peut toujours 
étre mis sous une forme telle que les deux conditions suivantes se trouvent 
a la fois satis faites : 

1° Tout monome extérieur (sauf celui de degré zéro) s'obtient en mul- 
tipliant quelque autre monome extérieur par quelqu'une des différences 
étrangères à la fonction schématique (dégénérée ou non ) qui correspond 
à ce dernier. 

2° Tout monome de l’ensemble E s'obtient en multipliant quelque mo- 
nome extérieur du résidu par quelqu'une des différences étrangeres à la 
fonction schématique (dégénérée ou non) qui correspond à ce dernier. 


I. Notre proposition est exacte si dans l’ensemble E ne figure effective- 
ment qu'une seule des différences (4). 


Car l’ensemble E, ne contenant, par hypothèse, aucun terme su- 
perflu, se compose nécessairement d’un monome unique tel que 
(x — w,)*; le résidu de la coupure peut alors s’écrire sous la forme 


F(y; ee -)+(2@— 2%) Fi(y, ee $ 
(a ay PE (yy ce) + (2 = 9) Faas ce), 


ou F,, F,, F,, ..., F,_, désignent « fonctions schématiques des seules 
variables y, ..., et où les monomes extérieurs sont 


(2-— to), (@—aq)", (L—Xo)*, ..., (L— a 9)*. 


On en déduit immédiatement le point à démontrer. 


II. St notre proposition est exacte dans le cas où l’ensemble E contient 


effectivement moins de k + 1 differences, elle l’est encore dans le cas où il 
en contient k +1. 


Supposons, pour fixer les idées, que x — a, soit une des # +1 dif- 
A il : ’ | A a ct or ‘a al : 
férences dont il s'agit, désignons par & l’exposant maximum dont elle 
se trouve affectée dans l'ensemble, et partageons ce dernier en plu- 
sieurs autres, 
Et, E! 
’ 212 


, Et, Es, 


suivant que, dans les divers termes de E, la différence a — a, figure 


DD Sn ee ee Dr 
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avec l’un ou l’autre des exposants 
OR RP ee lo CO 


9 4 | 
L'ensemble E ne contenant par hypothèse aucun terme superflu, les 
monomes 


LT — Lo, (æ — x)", CUS (f= Zo )*-? 


sont absents des ensembles respectifs 
(5) | E?, E?, ae | Bees. 


sans quoi les termes de E* admettraient pour diviseur quelque terme 
des ensembles (5); quant à l’ensemble E*, il peut, suivant les cas, 
contenir ou non le terme (x — a, )*. Cela étant, nous désignerons par 


Cos ee ees 


les ensembles respectivement déduits de (5) en remplacant par zéro, 
dans chacun de leurs termes, l’exposant de x — x, sans changer les 
exposants des autres différences, et, dans l'hypothèse où E* ne con- 
tiendrait pas le terme (æ—x,), nous nommerons e* l’ensemble 
déduit de E* par la même opération. En posant, pour raison de symé- 
trie, e = E°, il est clair que dans la totalité des ensembles : 


(aes an, CET gery TOUS 


figurent seulement # différences. 
Ecrivons maintenant le résidu de la coupure E sous la forme 
(6) Toy, +.) +(t— 20) Ti, +.) + —2) (y, ++... 
Air AN SC Foret T (+, Ya.) 
Pour obtenir les formes respectives des expressions 
cs) CV cde Da RE ner, Dei CV7.+--)) 


il suffit, comme nous l’avons établi ailleurs, de pratiquer dans le 
développement d’une fonction schématique des seules variables y, .. 
les coupures respectives 


(8) CUT MC lie ae eer OS EC 
Pour 
(9) TX,» hs 


Ann. Ee. Norm., (3), XXI. — Aour 1904. 39 
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deux cas sont à distinguer : si E* contient le terme (x — x, )*, auquel 
cas il se réduit à ce terme unique puisque l’ensemble E ne contient 
aucun terme superflu, T(æ, y, ...) est identiquement nul; dans le 
cas contraire, il suffit, pour connaître T(x, y, ...), de pratiquer la 


coupure 
(10) Tele enr einEel 


dans le développement d’une fonction schématique de toutes les 
variables æ, y, ..… D'ailleurs, puisque dans chacun des ensembles (8) 
et (ro) figurent au plus # différences, la même propriété ne peut 
manquer de subsister quand on les débarrasse de leurs termes super- 
flus. 

Ces résultats étant rappelés et les ensembles (8) et (10) étant 
débarrassés de leurs termes superflus, on peut, en vertu de ce qui est 
admis, écrire les résidus correspondants (7) et (9) sous une forme 
telle que, dans ces résidus et les ensembles qui les ont fournis, les 
deux propriétés formulées par l’énoncé général se trouvent satis- 
faites. Les supposant désormais écrites sous celte forme, nous établirons 
qu'il en est de même pour l’ensemble E et le résidu correspondant (6). 


A. De la première propriété, admise pour les résidus (7) et (9), 
il résulte tout d’abord que, si dans chacun de ces résidus on partage 
les monomes extérieurs en groupes successifs d’après leurs degrés 
croissants, ces degrés forment une progression arithmétique de rai- 
son 1 commençant par zéro. Les diverses expressions (7), et éven- 
tuellement l'expression (9), fournissent ainsi, par la considération 
des degrés de leurs monomes extérieurs, les progressionsarithmétiques 
respectives 


et leurs produits respectifs par les quantités 


I, dan (ra), 4, (oH), (22, 


TA a da but bte 
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fourniront de même les progressions arithmétiques 


DT Dest seuss “211g, 

DS Bon cae lei. 

Fe Cae Nee nc eee ; 
CR MCE CPAS byl, Ot, —— 1, 
CeCe NEON OO elegy 120-106. 


Si done on désigne par M le plus grand des entiers m,, m,+1, ..., 
Mans + % — 1, M +4, l'expression (6) fournira la progression arith- 
métique 
OMR 2 eterna | ANI 
Cela étant, construisons un quadrillage rectangulaire dont les 
lignes correspondent aux diverses expressions schématiques 


To (¥ +++); 


Carre ea Vinca) 
(2 — Ly)* T CLs eae) 


et les colonnes aux degrés croissants 0, 1, 2, ..., M des monomes 
extérieurs que nous allons y inscrire : ce Tableau comprendra ainsi 
a +1 lignes affectées des indices 0, 1, ..., & — 1, « et M+ r colonnes 
affectées des indices o, 1, 2, ..., M, en sorte que chaque ligne hori- 
zontale comprendra M + r cases. Dans les cases 


Gi CRE TL 


de la première ligne horizontale inscrivons les monomes extérieurs 
de l'expression T,(y, ...), chacun à la case voulue suivant le degré 
qu’il présente (et une mème case pouvant, bien entendu, contenir 
plusieurs monomes). Dans les cases 


Tepe ae EN ET el 


de la deuxième ligne horizontale inscrivons de même les monomes 
extérieurs de l'expression (x — x,) T,(y, ...); dans les cases 


DE PO miser 
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de la troisième, les monomes extérieurs de l'expression 
(æ SE #y)7 Tay; ae AE 


et ainsi de suite. Il pourra arriver que la dernière ligne horizontale se 
compose entièrement de cases vides [au cas où l'ensemble partiel E* 
se composerait du terme unique (a — x,)*]; mais chacune des lignes 
précédentes contiendra certainement quelque case non vide. 

Cela étant, considérons un monome extérieur situé dans une 
colonne dont l'indice ¢soit supérieur à zéro, et désignons par k l'indice 
de la ligne où il se trouve. 

Si ce monome est situé dans la première case non vide de sa ligne, 
ce qui entraine A =i, il n’est autre que (a — a)" [où AZ 0]; dail- 
leurs, le monome situé dans la première case non vide de la ligne 
précédente est (x —a,)*', et la fonction schématique qui lui cor- 
respond ne dépend certainement pas de la variable x, parce que 2 —1 
est au plus égal à & — r. On voit donc que le monome (a2 — x, )* peut 
s’obtenir en multipliant l’un des monomes de la colonne précédente 
par l’une des différences étrangères à la fonction schématique qui 
correspond à ce dernier monome. 

Si le monome considéré ne se trouve pas dans la première case non 
vide de sa ligne, supprimons le facteur (2 — x,)*, commun à tous les 
termes de cette ligne: après cette suppression, les groupes inscrits 
dans les cases successives ne sont autres que les groupes de monomes 
extérieurs fournis par la considération de quelqu'un des résidus (7) 
et (9), et, si on les partage en groupes successifs d’après leurs degrés 
croissants, tout monome contenu dans un groupe autre que le premier 
est, en vertu de ce que nous admettons, le produit d’un monome du 
groupe précédent par l'une des différences étrangères à la fonction 
schématique qui correspond à ce dernier monome : la même propriété 
subsistera donc après le rétablissement du facteur commun (x — x, ). 

La première propriété formulée par notre énoncé général se trouve 
ainsi étendue au cas où dans l’ensemble donné figurent effectivement 
k +1 différences. 

B. Passons à la deuxième propriété. 

Nous observerons tout d’abord que, si l'ensemble partiel E* contient 
le terme (a — a, )*, ce terme, nécessairement unique, s'obtient en 
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multipliant le monome extérieur (w — a,)-', qui figure dans l’un 
des termes de la portion de résidu 


(=m PIT.) 


par la différence x — x,, nécessairement étrangère à la fonction sche- 
matique correspondante. Nous avons donc à nous occuper maintenant : 
1° des termes contenus dans les ensembles partiels E°, E', ..., Et: 
2° des termes contenus dans l’ensemble partiel E*, au cas éventuel 
où ce dernier ne contiendrait pas le monome (a — x, )*. 

Observons a cet effet qu’en supposant 


h=0,1,...,%—1, et éventuellement a, 


un terme de l’ensemble e* ne peut admettre comme diviseur aucun 
terme des ensembles e°, e', ..., e* : car autrement l’ensemble E# 
admettrait comme diviseur quelque terme des ensembles E°, E!, ..., 
kK’, et l’ensemble E contiendrait, contrairement à notre hypothèse, 
quelque terme superflu. Si donc on considère les ensembles 


Coral e ee Ip nen Corer st ad Co | 


eL-eventuellement, e%5:e",...,,e%=", e* |, 


et qu’on supprime dans chacun d’eux les termes superflus, le premier, 
et, restera tel qu’il est, le second, [e°,e'|, contiendra certainement 
tous les termes de e’, le troisième, [e°, e', e?], tous les termes de e?, 
et ainsi de suite. 

Or, si l’on considère d’une part l’ensemble [e°,e',...,e*] débar- 
rassé de ses termes superflus, d'autre part le résidu de la coupure 
effectuée à l’aide de cet ensemble (soit dans une fonction schématique 
de y, ... si k est <a, soit dans une fonction schématique de x, y, ... 
si À =«), il résulte de ce qui est admis que chaque terme de l’en- 
semble s'obtient en multipliant quelqu’un des monomes extérieurs du 
résidu par quelqu’une des différences étrangères à la fonction sché- 
matique correspondante : en vertu de la remarque qui précède, 
chaque terme de e* jouit donc forcément de cette propriété. Cela étant, 
si l’on multiplie par (x — x,)*, d’une part le résidu de la coupure 
[e°,e',..…,e*], ce qui redonne une portion du résidu de la coupure E, 
d’autre part les divers termes de e*, ce qui redonne l’ensemble par- 


310 CHARLES RIQUIER. 


tiel E*, il est clair que chaque terme de E* s'obtient en multipliant 
quelqu'un des monomes extérieurs du résidu de la coupure E par 
quelqu’une des différences étrangères à la fonction schématique 
correspondante. 

La deuxième propriété se trouve ainsi étendue au cas où dans l’en- 
semble donné figurent effectivement # + 1 différences. 


IT. Le simple rapprochement des alinéas I et II suffit à établir 
l'exactitude de notre énoncé général. 


3. Dans une fonction schématique des variables x, y, ... effectuons 
une coupure à l’aide d'un ensemble E ne contenant aucun terme superflu, 
et supposons que les fonctions schématiques figurant dans l'expression 
du résidu se réduisent toutes à des constantes. La forme, évidemment 
unique, d’un pareil résidu possède dès lors, en vertu du numéro pré- 
cédent, les deux propriétés suivantes : 

1° Tout monome extérieur (sauf celui de degré zéro) s'obtient en 
multipliant quelque autre monome extérieur par quelqu'une des diffe- 
T'ENCES À — Los Ÿ — Voy oes 

2° Tout monome de l’ensemble E s'obtient en multipliant quelque 
monome extérieur du résidu par quelqu'une des differences x — x,, 


0 Mose SANS ses 


4. Dans une fonction schématique des variables x, y, ... effectuons 
une coupure à l'aide d'un ensemble E ne contenant aucun terme superflu, 
et supposons que dans l'expression du résidu figure quelque fonction sche- 
matique non dégénérée. Cela étant, si l’on désigne par N un entier 
(arithmétique) convenablement choisi, et par P un entier supérieur ou 
égal à N, arbitraire d’ailleurs, le résidu de la coupure peut toujours étre 
mus sous une forme telle que les trois conditions suivantes se trouvent à la 
Sos satisfaites : 

1° Le degré maximum des monomes extérieurs est exactement égal aŸ ; 
à l’un au moins des monomes de degré P correspond, dans l'expression 
du résidu, une fonction schématique non dégenérée, et a tous ceux de 
degré inférieur à P correspondent des constantes schématiques ; 

2° Tout monome extérieur (sauf celui de degré zéro) s'obtient en mul- 


eee 
\ 
\ \ 
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tipliant quelque autre monome extérieur par quelqu'une des diffe- 
FENCES H — Hy, V— Voy ++. 

3° Tout monome de l'ensemble E s'obtient en multipliant quelque 
monome extérieur du résidu par quelqu'une des différences x — x,, 
Y — Yo ..., et cela de telle façon que, si au second de ces deux monomes 
correspond une fonction schématique non dégénérée, la différence par 
laquelle on doit le multiplier pour reproduire le premier soit étrangère à la 
fonction schématique dont il s'agit. 


I. En désignant par K un entier positif donné, le développement d’ une 
fonction schématique des variables x, y, ... peut être mis (sans omission 
ru répétition de termes élémentaires) sous la forme d’une somme de termes, 
en nombre limité, qui s'obliennent : 

Les uns en multipliant respectivement par des constantes schématiques 
les divers monomes (à coefficient 1) de degrés 0, 1, 2, ..., K —1 par 
rapport à l'ensemble des differences x — xy, y — y,, ...; 

Les autres en multipliant respectivement les divers monomes de degré K 
(a coefficient 1) par diverses fonctions schématiques (non dégénérées) de 
quelques-unes des variables. 


A. La propriété est exacte si le nombre des variables est égal à 1. 

Car, en désignant par x la variable unique, par A,, A,,..., Ag_, des 
constantes schématiques, et par H(z) une fonction schématique de x, 
la proposée peut s’écrire sous la forme 


Ag+ (@— a))Ay+...-+ (@ — 2) Ag + (x — mm) A(x). 


B. Si la propriété est vraie pour 7 variables, elle l’est aussi 
pour 7 +1. 

Désignons par 2, y, ... les n + 1 variables dont il s’agit, et distin- 
guons dans le développement diverses portions comprenant : la 
première, les termes de degré zéro en x — x,; la seconde, les termes 
de degré renxæ—x,; etc.; l’avant-derniére, les termes de degré K —1 
en æ—æx,; la dernière, les termes de degré au moins égal a K 
en 2 — a,. Nous aurons ainsi l’expression 


(nye ER) eye) hy 
(er) (¥, .--) + (@— 2) F(a, y, ...), 
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ou F,,F,...., FX, désignent des fonctions schématiques de y; 
et F une fonction schématique de æ, y, .... 

Or, en vertu de ce qui est admis : 

La fonction schématique F,(y,...) peut s’obtenir en multipliant 
les divers monomes de degré K en y — y,. ... par diverses fonctions 
schématiques de quelques-unes des x variables y. ..., et ajoutant à 
cette somme de produits un polynome entier de degré K—r en 
y — Yo +++) à coefficients indéterminés ; 

La fonction schématique F,(y, ...) peut s’obtenir de même en mul- 
tipliant les divers monomes de degré K — 1 en y — y,,.… par diverses 
fonctions schématiques de quelques-unes des n variables y, ..., et 
ajoutant à cette somme de produits un polynome entier de degré K — 2 
en y — Yo. +++» à coefficients indéterminés ; 

bte: 

Enfin, la fonction schématique Fy_,(y,...) peut s’obtenir en multi- 
pliant les divers monomes du premier degré y — y,, ... par diverses 
fonctions schématiques de quelques-unes des 7 variables y, ..., et 
ajoutant à eette somme de produits une constante schématique. 

Un simple coup d’œil jeté sur la formule (11) suffit alors à faire 
voir que la propriété, supposée vraie pour 7 variables, ne peut man- 
quer de l'être pour n +1. 

C. Le simple rapprochement de A et B suffit à établir le point que 
nous avons actuellement en vue. 

Nous l’énoncerons d’une manière un peu plus brève en disant que 
toute fonction schématique de x, y, ... peut étre considérée comme une 
sorte de polynome (complet) de degré K, entier par rapport aux diffe- 
rences À — Lo, Y — Vos -.., et Où les termes de degré inférieur à K 
ont pour coefficients des constantes schématiques, tandis que les termes 
de degré K ont pour coefficients des fonctions schématiques non dége- 
nerees. 

Il est clair, d'ailleurs, que si, dans l'expression schématique ainsi 
obtenue, on partage en groupes successifs, d’après leurs degrés crois- 
sants, les divers monomes extérieurs, le premier groupe est constitué 
par le monome unique de degré zéro, et que chacun des autres mo- 
homes s'obtient en multipliant quelqu'un des monomes du groupe 
précédent par quelqu’une des différences a — a, y — 


’ 
ALT) tae 
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_ IL Revenant à notre énoncé général, mettons le résidu de la cou- 
pure sous une forme ® qui satisfasse à la double condition formulée 
dans le n° 2, et désignons par N le degré maximum des monomes 
extérieurs qui y figurent, par P un entier supérieur ou égal à N, arbi- 
traire d’ailleurs. Considérant ensuite un terme quelconque de ce 
résidu ®, désignons par » le degré du monome extérieur qui y figure 
(n= NSP), et parK, la différence (positive ou nulle) P —n. Si le 
terme considéré ne contient qu’une fonction schématique dégénérée, 
nous le laisserons tel qu’il est; dans le cas contraire, nous remplace- 
rons, conformément à l'alinéa I, la fonction schématique (non dégé- 
nérée) par un polynome de degré K,, entier par rapport aux diffé- 
rences dont elle dépend, et où les termes de degré inférieur à K, aient 
pour coefficients des constantes arbitraires, tandis que les termes 


de degré K, auront pour coefficients des fonctions schématiques non 


dégénérées. En opérant ainsi sur tous les termes de , il est facile de 
voir que les diverses conditions requises par notre énoncé se trouve- 
ront satisfaites dans la nouvelle forme. Effectivement : 

1° Puisque le résidu de la coupure contient, d’après notre hypo- 
thèse, un nombre illimité de termes élémentaires, à l’un au moins des 
monomes extérieurs de ® correspond une fonction schématique non 
dégénérée, et la première condition se trouve dès lors évidemment 
satisfaite. 

2° Tout monome extérieur figurant primitivement dans ® se trouve 
remplacé, dans la nouvelle forme du résidu, par un groupe de mo- 
nomes extérieurs : pour obtenir le groupe en question (abstraction 
faite des fonctions ou constantes schématiques qui correspondent à 
ses différents termes), il suffit de multiplier par le monome extérieur 
primitif les divers termes d’un certain polynome, entier par rapport à 
quelques-unes des différences # — Bor Y — Yor eres et ayant, avec un 
degré positif ou nul, tous ses coefficients égaux à 1. Cela étant, si 
nous considérons, dans la nouvelle forme du résidu, l’ensemble des 
monomes extérieurs qui figuraient primitivement dans ®, il résulte 
du n° 2 que chacun d’entre eux (sauf celui de degré zéro) peut s’ob- 
tenir en multipliant quelqu'un des autres par quelqu’une des diffé- 
rences & — 2, YŸ — Yo» ---- Si nous considérons d'autre part le groupe 
par lequel se trouve actuellement remplacé l’un quelconque des mo- 
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nomes primitifs (groupe en tête duquel figure le monome primitif 
dont il s’agit), il résulte de la manière même dont on a obtenu le 
groupe en question que l’un quelconque de ses termes (sauf le mo- 
nome primitif) s'obtient en multipliant quelqu'un des autres par quel- 
qu'une des différences æ — %» Y — Yor «+= On voit donc bien que, 
dans la nouvelle forme, tout monome extérieur (sauf celui de degré 
zéro) s'obtient en multipliant quelque autre monome extérieur par 
quelqu’une des différences æ — Xo, Y — Yor ++ + | 

30 [| résulte du n° 2 que tout monome de l’ensemble E s'obtient en 
multipliant quelque monomeextérieur de ® par quelqu’une des diffe- 
rences æ— Lo, Ÿ — Yo» -... Or, ce monome extérieur figure aussi 
dans la nouvelle forme du résidu. D'ailleurs, pour que la fonction 
schématique qui lui correspond dans la nouvelle forme ne soit pas 
dégénérée, il est nécessaire que le monome extérieur soit de degré P, 
et, par suite, que la différence ci-dessus désignée par K, se réduise 
pour lui à zéro : le terme de ® où il figure est donc resté tel qu'il'est 
dans le passage à la nouvelle forme, et dès lors, en vertu du n°2, la dif- 
férence par laquelle on doitle multiplier pour reproduire le monome 
considéré de E est étrangère à la fonction schématique dont il s'agit. 


5. Des propositions que nous venons de démontrer relativement 
aux coupures on en déduit aisément deux autres relatives à la forme 
des conditions initiales dans un système différentiel. 

La première se formule comme il suit : 


Soit S un système différentiel résolu par rapport à certaines dérivées des 
fonctions inconnues qui sy trouvent engagées, el tel qu'aucun des pre- 
miers membres n'y soit la dérivée de quelque autre. Si, dans un pareil 
système, on se propose de fixer, conformément aux indications du n° 1, 
l’économie des conditions initiales, on peut toujours effectuer l’operation 
de manière à ce que les deux circonstances suivantes se trouvent réalisées : 

1° Toute dérivée figurant comme premier membre dans quelqu'une des 
conditions initiales peut se déduire de quelque autre des conditions ini- 
tiales à l’aide de quelque dérivation première effectuée sur le premuer 
membre de cette autre et n'intéressant aucune des variables dont depend 
a ER hs (dégénérée ou non) qui figure au second membre 
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2° Tout premier membre du système S peut se déduire de la méme ma- 
niere de quelqu’une des conditions initiales. 


Si l’on désigne par u l’une quelconque des inconnues engagées 
dans le système S, le groupe de conditions initiales relatif à l’in- 
connue wu s'obtient, comme il a été expliqué dans un travail antérieur, 
en pratiquant une certaine coupure dans une fonction schématique 
des variables indépendantes a, y, ...; d’ailleurs, pour avoir les divers 
termes de l’ensemble à l’aide duquel on doit effectuer la coupure, il 
suffit de prendre, parmi les premiers membres de S, ceux qui sont des 
dérivées de l’inconnue u, et d’en déduire respectivement, par la con- 
sidération des ordres partiels de dérivation, certains monomes entiers 
par rapport aux différences a — ay, y — yo, ... Or, puisque, en vertu 
de notre hypothèse, aucun des premiers membres du système S n’est 
la dérivée de quelque autre, l’ensemble ainsi obtenu ne contient aucun 
terme superflu. Cela étant, la proposition à démontrer est une consé- 
quence immédiate du n° 2. 


6. Voici maintenant notre deuxième proposition : 


Soit S un système différentiel résolu par rapport à certaines dérivées des 
fonctions inconnues qui s'y trouvent engagées, et tel qu'aucun des pre- 
muers membres n'y soit la dérivée de quelqué autre. Aux diverses variables 
indépendantes attribuons des cotes respectives toutes égales à 1, et aux 
fonctions inconnues des cotes respectives quelconques ('). Cela posé, les 
conditions initiales peuvent toujours étre mises sous une forme telle que 
les diverses circonstances suivantes se trouvent à la fois réalisées : 

1° Si l’on désigne par T la cote maxima des premiers membres des 
conditions initiales (n° 1), chacune des conditions dont le premier 
membre est de cote inférieure à Y a pour second membre une constante 
schématique. 

2° Toute dérivée figurant comme premier membre dans quelqu'une des 
conditions initiales peut se déduire de quelque autre des conditions initiales 
à l’aide de quelque dérivation première effectuée sur le premier membre de 
cette autre. 


(1) Voir dans l’Introduetion du présent Mémoire la définition des cotes. - 
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3° Tout premier membre du système S peut se déduire de quelqu’une 
des conditions initiales à l’aide de quelque dérivation premiere effectuée 
sur le premier membre de celle-ci, et cela de telle façon que, si la condi- 
tion initiale dont il s’agit a pour second membre une fonction schéma- 
tique non dégénérée, la dérivation première à effectuer sur le premier 
membre n’intéresse aucune des variables dont dépend la fonction schéma- 


tique du second membre. 


Pour former le groupe de conditions initiales relatif à une inconnue 
quelconque uw, nous procéderons comme il a été dit au n° 5, et nous 
serons ainsi conduit à pratiquer une coupure dans une fonction sché- 
matique de a, y,... à l’aide d’un ensemble ne contenant aucun 
terme superflu : si le résidu de cette coupure ne contient que des 
constantes schématiques (auquel cas sa forme est unique), nous dési- 
gnerons par N, le degré le plus élevé des monomes extérieurs qui y 
figurent; s’il contient quelque fonction schématique non dégénérée, 
nous désignerons par N, l’entier (arithmétique) convenablement 
choisi dont il est question au n° 4; dans l’un et l’autre cas, nous dési- 
gnerons par c, la cote de l’inconnue uw. Opérant ensuite pour chacune 
des autres inconnues, ¢, #, ..., comme nous l'avons fait pour uv, nous 
considérerons les divers entiers (algébriques) 


Nu = Cuy N, a Coy Nw ir Civs Meet J 
et nous désignerons par T le plus grand d’entre eux : les différences 


Die 6 Cate i aes 


seront, dès lors, au moins égales aux entiers arithmétiques 


Nis Ny, Nis 1.7 


Cela fait, considérons le résidu de la coupure relative à l’inconnuew. 
Si ce résidu ne contient que des constantes schématiques, l’ordre 
maximum des premiers membres, dans le groupe correspondant de 
conditions initiales, sera N,, et leur cote maxima N,+ c,<T: tous les 
seconds membres se réduiront d'ailleurs à des constantes schéma- 
tiques, et il en sera ainsi, notamment, de ceux d’entre eux qui corres- 
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pondent à des premiers membres de cote inférieure aT; enfin, il 
résulte immédiatement du n° 3 que les conditions 2° et 3° de notre 
énoncé se trouvent satisfaites en ce qui concerne l’inconnue uw. 

Si le résidu de la coupure relative à cette inconnue contient quelque 
fonction schématique non dégénérée, nous le mettrons sous la forme 
spécifiée au n° 4, en prenant pour P la valeur L — c,, au moins égale 
à N,: dans le groupe correspondant de conditions initiales, l’ordre 

maximum des premiers membres sera alors L — c,, et leur cote 
maxima (I — ¢,) + c, = l'; à tous les premiers membres d’ordre infé- 
rieur à I —e,, c’est-à-dire de cote inférieure à T, correspondront 
comme seconds membres, des constantes schématiques; enfin, les 
conditions 2° et 3° de notre énoncé se trouveront encore satisfaites en 
ce qui concerne l’inconnue uw. 

Ce qui vient d’être dit pour cette inconnue doit être répété pour 
toutes les autres. 

Il nous reste, pous achever notre démonstration, à faire voir que, 
dans les premiers membres des conditions initiales, la cote maxima 
est égale AT. Or, il résulte de ce que nous venons de dire que, dans 

le groupe partiel relatif à w, la cote maxima des premiers membres est 

égale à N,+ c, ou aI, suivant que les seconds membres se réduisent 
tous ou non à des constantes schématiques. Considérant alors l’en- 
semble des groupes, on voit que, si quelqu'un de leurs seconds 
membres est une fonction schématique non dégénérée, la cote maxima 
des premiers membres est I’, et que, si tous leurs seconds membres 
sans exception se réduisent à des constantes schématiques, la cote 
maxima des premiers membres est le plus grand des entiers 


Nat Cuy N,+ Cys Nyt Cw sees 


c’est-à-dire encore I. 

Observons, en terminant, qu’en vertu de la dernière partie 3° de 
notre énoncé, la cote maxima des premiers membres deS ne peut sur- 
passer L + 1 : Si donc on désigne par Y la cote minima des divers pre- 
miers membres de S, et par c la cote d'un premier membre quelconque des, 
on a la double relation 

déc Veet. 
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CHAPITRE IL. 


PROPOSITIONS SUR LES SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS LINÉAIRES, HOMOGENES, 
| ET A COEFFICIENTS CONSTANTS. 


7. Si, dans un systéme différentiel, chaque équation, considérée 
isolément, est linéaire, homogène et à coefficients constants par rap- 
port à l’ensemble des fonctions inconnues et de leurs dérivées, le sys- 
tome sera dit linéaire, homogène et à coefficients constants. 

Considérons actuellement deux systèmes différentiels S, T impliquant 
les mêmes fonctions inconnues des mêmes variables indépendantes, et dont 
chacun soit linéaire, homogène et à coefficients constants. Deux systèmes 
de cette sorte seront dits numeériquement équivalents, si, en assimilant 
pour un instant les fonctions inconnues et leurs dérivées de tous 
ordres à autant de variables indépendantes distinetes, chacun d'eux 
se trouve être une conséquence de l’autre. 

Cette définition posée, nous établirons successivement les points 
suivants : 


1° Su les systèmes considérés S, T sont numériquement équivalents, les 
deux systèmes qui s'en déduisent respectivement par toutes les différentia- 
tions possibles de l’ordre m ne peuvent manquer de l'être aussi. 

Désignons, en effet, par S” et T™ les systèmes respectivement 
déduits de S et T par toutes les différentiations possibles de l’ordre 2 : 
il s'agit de prouver que chacun des systèmes S”, T° est une consé- 
quence numérique de l’autre, par exemple que T” est une consé- 
quence numérique de S”, 

Or, toute équation de T°” se déduit de quelque équation de T par 
une différentiation de l’ordre m; d'autre part, à cause de l’équivalence 
numérique de S et T, l’équation considérée de T peut se déduire 
d'équations convenablement choisies de S en les multipliant par des 
constantes convenablement choisies et ajoutant membre à membre: 


ane as Vian Url huh dé 


Sad. vi a 0 
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si donc on effectue sur cette équation de T une différentiation de 
l'ordre m, il est clair que la relation résultante peut se déduire d’ équa- 
tions convenablement choisies de S” en les multipliant par des con- 
stantes convenablement choisies et ajoutant membre à membre; elle 
est donc une conséquence numérique de S”. 

2° Su les systèmes considérés S, T sont numériquement. équivalents, les 
deux systèmes qui s’en déduisent respectivement par un méme changement 
linéaire et homogène des variables indépendantes ne peuvent manquer de 
l'être ausst. 

Désignons, en effet, par » l’ordre le plus élevé des dérivées figurant 
dans S et T; par ®, les formules qui lient les anciennes dérivées 
d'ordres 1, 2,..., 2 des inconnues aux nouvelles; par [is] et el 
les systèmes respectivement déduits de S et T à l’aide de la transfor- 
mation dont il s’agit. Je dis que les systèmes [[S]] et [7] Il sont numé- 
riquement 0 Le c’est-à-dire que chacun d’eux est une consé- 
quence numérique de l’autre, par exemple que Tel est une consé- 
quence numérique de [{s]]. 

Effectivement, si l’on assimile pour un instant les fonctions incon- 
nues, leurs anciennes dérivées des ordres r, 2, ..., n etleurs dérivées 

-nouvelles des mêmes ordres à autant de variables indépendantes 
distinctes, il est clair que [ET] est une conséquence numérique de 
(T, ®,), par suite de (S, ®,), par suite de ({[s]]. D,). Cela étant, 
puisque les anciennes dérivées ne figurent ni dans [IS] ni dans (iT ]], 
et qu’elles se trouvent exprimées par ®, à l’aide des nouvelles, [T1] 
ne peut manquer d'être une conséquence numérique de [[S]]- 

3° Considérant les équations du système S, effectuons sur elles toutes les 
différentiations possibles de l'ordre m; puis sur les équations résultantes 
un changement de variables linéaire et homogène. Considérant ensuite les 
équations du système T, effectuons sur elles le changement de variables dont 
il s'agit, puis sur les équations résultantes toutes les différentiations pos- 
sibles de l’ordre m (relativement aux nouvelles variables). Cela étant, si 
les systèmes S, T sont numériquement équivalents, les deux systèmes qui 
s'en déduisent respectivement par ces deux suites d'opérations ne peuvent 
manquer de l’étre ausst. 
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A. Étant donnée une relation différentielle linéaire, homogène et à 
coefficients constants, effectuons sur elle toutes les différentiations 
premières, puis sur les équations résultantes un changement de va- 
riables linéaire et homogène. Renversons maintenant l’ordre des opé- 
rations, c’est-à-dire effectuons d’abord sur l'équation proposée le 
changement de variables dont il s’agit, puis sur l'équation trans- 
formée toutes les différentiations premières (relativement aux nou- 
velles variables). Je dis que les deux systèmes linéaires, homogenes et à 
coefficients constants, respectivement obtenus par ces deux suites d opéra- 
tions, sont numériquement équivalents. 

Supposons, pour fixer les idées, qu’il y ait trois variables indépen- 
dantes, et que les anciennes, x, y, 5, soient liées aux nouvelles, 2’, 
y’, 2’, par les relations 


L'= Oy 2 + By + 44, 
(12) J'= CE + Bry + 25, 
3 = O30 + By + ya3. 
Soit, d'autre part, 
OF +A+k y 


0x8 dy" 03" en 2 


== 'Q 


(13) Mu+...+N 

la relation différentielle proposée entre les fonctions inconnues u, .... 

Soit, enfin, 
OSthr+k y 


OP +d +1" y 


la formule qui exprime la dérivée ancienne Pre à l’aide des dé- 
rivées nouvelles du même ordre : dans le second membre de cette for- 
mule, la sommation doit être étendue à toutes les valeurs des entiers 
P', g',r' pour lesquelles on a 


p+g'+r=g+h+k, 


et A, 7’, désigne une fonction entière et homogène, de degrég +h+h, 
des coefficients de la transformation. Effectuons d’abord sur l'équation 
proposée (13) les différentiations premières relatives à æ, Yr 3, puis 
sur les trois équations résultantes la transformation (12). Il vient, par 


= <= 
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la différentiation, 


du d(8+1)+R+4k 
MoN ro 
Ou OSt(h+1)+k 7 
15 ETS 1 ‘i 
ey : es F1 0x8 dy Qué T 
du OS +h+(k+1) u 
M = tN oar ayR dae ia es 


9 . . Fe, Ce . 
D'autre part, la formule qui exprime la dérivée ancienne 


OSH) +N+K y 


2e à dx +! oy" Oz 


à l’aide des dérivées nouvelles du même ordre peut, si l’on pose 


OSth+k y 
ae dy! ask — ‘erhhs 


s’écrire sous la forme 


1)+h+k 
Cee NOT i Oh, 


axe dy zt ~~ On ~~ Oat 1% 


ou, si l’on a égard à la formule (14), 


Jug, hk Jug, hk 


i ose: 


OPH I+1)+7" y 


d'8+1)+h+k 7 v vy dPH)+9 +7 74 
0x8 Oy? Ozh dad POT” 


et l’on aura, par un calcul semblable, 


a a ji ; 
OX PH QyT Os” 


As 7 7 
NORME 


dP +2 +0"+1) y 


TH Gr gp a dar 


OPH I+1)49' y 


Os g+(h+1)+k 74 Q(P'+1)+q'+r" y 
0x8 Oy! Ok NET r | Bi ‘ 


(LE 00e y's dal” 


+ 


“On Paya | Oz 


OP +d +01) y 


+ Bs Do y Do 


OR +(9+H1)+7" y 
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OEtNHE+H) y À dP2+1)+9 +1" y 
0x8 Oy” Ost! zh i =, Bad ar ay E 
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les sommations des seconds membres étant étendues aux mêmes va- 
leurs dep’, g', r' que précédemment. Cela étant, la transformation (12), 


appliquée aux formules (15), donnera 


du 0 
M (ou D + Oy + a5 qu) bon. 


dP+1)+9 +7" 14 OP HIF) y 


a NS Ap ar (2 0x PH 9y"1 03" ne Ox!” dy'T+ gz!” 


OPTI) y oy 
+ G3 rere) 0, 
du du 
M (BE + ms + Bs 33 7) +. 
d® H1)+q'+7" y dr + (q'+1)+1" y 
(16) = ay Ap Caan (6 dx r+#1 Oy'T oz” + Ba dx’? dy! q+! gz!" 
OP +qg+(r +1) u fig 
Bs Onl? dy'T dz'"+1 RS. 
du du du 
é Qie'+1)+9g'+r" 4 , OPH I++ y 
+N Ape (1 0x PH 9y 1 03" rh 0x'P? dy'1#1 gz!" 
=—— oO; 


| dP+7+0"+1) y 
| + 73 dx’? dy rs) ce 


Effectuons maintenant sur l'équation proposée (13) la transforma- 
tion (12), puis sur l'équation transformée les différentiations pre- 
mieres relatives à x’, y’, 5’. Il vient ainsi 


(Pp “+1)+q'+7" u 


du 
Mon + + ND Aner so dx? Oy'T Os” | pein Os 
que, dP+4+1)+7" y 
(17) M dy" a ND Ae, TT OP’ Oy TH galt” usa 0; 
du VN OP +I+(0'+1) y 
M Pre eg N > Arr dar QT je te ee 


I s’agit de faire voir que les systèmes (16) et (17) sont numérique- 
ment équivalents. 
Multiplions à cet effet les équations (16) respectivement par D 
x 


dy Os : ‘ 
9x” dal? ttajoutons membre à membre; en tenant compte des rela- 


TN 0 éd. à buis di 


La =>. 


KL ER A, de à 


\ 


\ 


SUR L'EXISTENCE DES INTEGRALES. 323 
tions 
dx dy as 
a eal a her et 
Ox ay Os 
nr F Pa Gon © V2 Ga? 
Ox dy Oz 


Teeny at lnrs 


obtenues par la différentiation relative à a des formules (12), on 


retombe sur la première formule (17), et l’on retomberait par un 
calcul analogue sur les deux suivantes. 

Inversement, il suffit de multiplier les équations (17) respective- 
ment par &,, &,, «, et d'ajouter membre à membre pour retomber sur 
la première formule (16), et l’on retomberait semblablement sur les 
deux suivantes. 


B. La proposition 3° est exacte lorsque les systèmes S,T sont iden- 
tiques entre eux, et qu’en même temps l’entier m est égal à 1. 


C’est la une conséquence immédiate de A. 


C. La proposition 3° est exacte toutes les fois que l'entier m est 
égal à 1. 

Effectivement, les systèmes S, T étant numériquement équivalents, 
les systèmes S’, T’, qui s’en déduisent respectivement par des diffé- 
rentiations premières sont eux-mêmes numériquement équiva- 
lents (1°); et, cela étant, les deux systèmes respectivement déduits 
de S’ et T’ par un même changement de variables linéaire et homogène 
jouissent de la méme propriété (2°). 

Je considère maintenant les trois suites d’opérations décrites 
ci-après : 

Premiere suite. — Effectuer sur le système T un changement de va- 
riables linéaire et homogène, puis sur le système résultant toutes les 
différentiations premières possibles. 

Deuxième suite. — Effectuer sur le système T toutes les différen- 
tiations premières possibles, puis sur le système résultant le change- 
ment de variables dont nous avons parlé. 
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Troisième suite. — Effectuer sur le système S toutes les différentia- 
tions premières possibles, puis sur le système résultant le chan- 
gement de variables. 

Des trois systèmes ainsi obtenus, le premier est numériquement 
équivalent au deuxième en vertu de B, et le deuxième numérique- 
ment équivalent au troisième en vertu de la remarque faite au début 
de C; donc le premier est numériquement équivalent au troisième. 

D. Si la proposition 3° est vraie pour une valeur de ! ‘entier m, elle 
ne peut manquer de l'étre pour la valeur suivante m +1. 


Considérons en effet les cing suites d'opérations décrites ci-après : 
Première suite. — Effectuer sur le système T un changement de 


variables linéaire et homogène, puis sur le système résultant toutes 
les différentiations de l’ordre m +1. 


Deuxième suite. — Effectuer sur le système T le changement de 
variables dont il s’agit, puis sur le système transformé toutes les dif- 
férentiations premières, enfin sur le système résultant toutes les dif- 


férentiations de l’ordre mn. 


Troisième suite. — Effectuer sur le système S toutes les différentia- 
tions premières, puis sur le système résultant le changement de 
variables, enfin sur le système provenant de la transformation toutes 
les différentiations de l’ordre 7». 


Quatrième suite. — Effectuer sur le système S toutes les différen- 
tiations premières, puis sur le système résultant toutes les différen- 
tiations de l’ordre m, enfin sur le système obtenu en dernier lieu le 
changement de variables. | 


Cinquième suite. — Effectuer sur le système S toutes les différen- 
tiations de l'ordre m +1, puis sur le système résultant le changement 
de variables. 

Il est facile de voir que les cinq systèmes respectivement obtenus 
par ces cing suites d’opérations sont, de proche en proche, numéri- 
quement équivalents. Le premier l’est évidemment au deuxième: le 
deuxième l’est au troisième en vertu de C et de 1°; le troisième au 
quatrième en vertu de ce qui est admis pour la valeur m; enfin le 


1% 


~~ Se 


rs S- 
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: 
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quatrième l’est évidemment au cinquième. Il en résulte que le pre- 


mier équivaut numériquement au cinquième, ce qu’il s'agissait de 


prouver. 


E. Le simple rapprochement de C et D suffit à établir l'exactitude 
générale de la proposition 3°. 


8. Soient æ, y, ... diverses variables indépendantes, wu, 9, ... 
diverses fonctions inconnues de ces variables. Aux variables CL Vinee 
attribuons des cotes respectives toutes égales à 1, et aux inconnues 
u,v, ... des cotes respectives quelconques ('); puis, considérant soit 
une fonction composée différentielle de w, ¢, ..., soit une relation dif- 
férentielle entre u, 6, ..., nommons cote de l'expression ou de la rela- 
tion dont il s’agit la cote maxima des inconnues et dérivées qui y 
figurent effectivement. Cela étant, il est clair que toute différentiation 
première exécutée suivant l’algorithme des fonctions composées sur 
une expression ou sur une relation différentielle augmente de 1 la cote 
de cette relation ou expression; il est clair aussi que, si l’on effectue 
sur une relation différentielle un changement linéaire et homogène 
des variables indépendantes en attribuant aux variables nouvelles des 
cotes toutes égales à 1 et en conservant aux fonctions inconnues leurs 
cotes respectives, la relation transformée est de même cote que celle 
d’où elle provient. 

Relativement aux systèmes différentiels, quels qu'ils soient, où l’on 
affecte, comme il vient d’être dit, les variables indépendantes de cotes 
toutes égales à 1 et les fonctions inconnues de cotes quelconques, 
nous poserons une fois pour toutes les conventions d'écriture sui- 


vantes. Le système différentiel étant désigné par une lettre majuscule, S : 


° La notation s, (lettre minuscule affectée de lindice C) desi- 


gnera, parmi les équations du système S, l’ensemble de celles qui ont la 


cote G (G est alors un entier algébrique au moins égal à la cote mi- 


\ 


nima des équations du système S, et au plus égal a leur cote 


maxima ). | 
2° La notation S, (lettre majuscule affectée de l'indice C) désignera, 


(1) Voir l’Introduction. 
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parmi les équations appartenant au système S ou s'en déduisant par de 
simples différentiations (d'ordres quelconques), l'ensemble de celles qui 
ont la cote G (CG est alors un entier algébrique au moins égal à la cote 
minima des équations du système S, et pouvant surpasser tout entier 
donné). 


9. Soient S, T deux systèmes différentiels impliquant les mêmes 
fonctions inconnues des mêmes variables indépendantes, et dont cha- 
cun soit lincaire, homogène, et à coe ficients constants. Supposons, en 
outre, qu’en attribuant aux variables indépendantes des cotes respec- 
tives toutes égales à 1, et aux fonctions inconnues des cotes respec- 
tives déterminées, chaque équation de S ou T ne contienne effective- 
ment que des quantités toutes de même cote (cette cote pouvant varier 
d’une équation à l’autre). Désignons enfin par C un entier algébrique 
quelconque, au moins égal à la cote minima des relations de S et T. 
Cela étant : 

1° Si les systèmes S, T sont numériquement équivalents, les systèmes 
Se Te, dont chacun est linéaire, homogène, et à coefficients constants 
par rapport aux quantités (inconnues et dérivées) de cote C, sont eux- 
mémes numériquement équivalents. 

Désignons, en effet, par à la cote minima des équations de nos deux 
systèmes, par à + À leur cote maxima (A20), et par 


Soy tsp (oO, ky By sd) 
l'ensemble des relations respectivement déduites de Stip et i335, par 


toutes les différentiations possibles de l’ordre n; désignons, en outre, 
par £ un entier positif quelconque, et considérons le Tableau : 


" i (d) (+1 ; 
Sd, S5» ss Sÿ» ss ed , san 
se (A—1) à Q+k—1 
. Sô+19 » Soir Sôo+1 rs Sin À 
(18) mnt à Ver RE + 
Re ner à 5 
RS On AS nn dé st 
“34 ! - (À) 
Sè+hs Shin? ++.» SB4)5 


En extrayant de ce Tableau l’une ou l’autre des colonnes verticales 
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successives, on obtiendra l’un ou l’autre des systèmes successifs 
(19) SDS O0 SEA D cs LObLR+E 

Les systèmes 

(20) DRE ts te ol Set hs oncle.) 


se formeront de la même manière à l’aide du Tableau 


’ (A) (4-1) +k 
lot RU 1 me, 
7 À—1) (A) O++-k—-1) 
City +. li br ÉCOLE 
(21) = 
Re lee ico cie 6 
ne une ne less ce 4 
x ! (k) 
Leds Lays +. LBL 


Cela étant, puisque chaque équation de S ou T, considérée isolé- 
ment, ne contient que des quantités toutes de même cote, l’équiva- 
lence numérique de S et T entraine de toute nécessité cette consé- 
quence, que les systèmes 


SGs SG+419 +. SO+A 


sont respectivement équivalents aux systèmes 


> 


3, Lys ..., 5h 


Si donc, on a égard à la proposition 1° du n° 7, on voit que les 
termes correspondants des Tableaux (18) et (21) désignent des sys- 
tèmes numériquement équivalents : il en résulte que les systèmes (19) 
sont respectivement équivalents aux systèmes (20), ce qu’il s'agissait 
de prouver. 

2° Les mêmes notations étant adoptées que dans 1°, effectuons 
sur les systèmes Sc, T un même changement linéaire et homogène des 


variables indépendantes, désignons par HS [ET] les systèmes ré- 
sultants, et, dans ces systèmes, attribuons aux nouvelles variables des 
cotes respectives toutes égales à 1, en conservant aux fonctions incon- 
nues leurs cotes primitives. Cela étant, sz les systèmes S, T sont nume- 
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riquement équivalents, les systèmes [Se]; [[TI]es dont chacun est 
linéaire, homogène, et a coefficients constants par rapport aux incon- 
nues et aux dérivées nouvelles de cote C, sont eux-mêmes numériquement 
équivalents. 

Dans la démonstration ci-après, nous conviendrons, toutes les fois 
que nous aurons à effectuer sur un groupe quelconque de relations 
différentielles la transformation dont parle l’énoncé, de désigner le 
groupe transformé par la même notation que le groupe primitif, mise 
deux fois entre crochets. Cela étant, pour avoir l’un ou l’autre des 
systèmes successifs 


(22) [[SeJ], [[Sa++]], ..s [ESe], [ESa:2411], sey [[Ser+«]], 


il suffit de considérer le Tableau 


[Ceol] [tel ---» [LPT] [fe], --- [lé] 
beat] Se [fase] boat [Sal eee 


[Es], [Es] sess [ESS |, 


déduit de (18) par le changement des variables, et d’en extraire l’une 
ou l’autre des colonnes verticales successives. Les svstèmes 


Gay (Mh [Moe e- [[ or (Pearce: [Tex 
se formeront de la même manière à l’aide du Tableau 


[rem], [tel], + [lal], [tei], [tay], 
(25) [1], ae [alee [REP be saa [Ca ee 


oP 8 6c 6S, tie the et sine rente Qu pie 
Mie © bine es aline ete vote tie 


after sie ie ue nt Date ae ie ee 
CCE Ce TC 
ee ee 4. « s + 


EN] D ENT ES [Casal], 


à ‘1 (n) Be ; 
ou [Leon] (p =0, 1, 2, ...,A) désigne l’ensemble des relations 


‘bd ose é à 
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déduites de [ [eon] | par toutes les différentiations possibles de 
l’ordre 7. 

M La 7 Li Fa e A 

Cela posé, l’équivalence numérique de S et T entraîne, comme 
dans 1°, cette conséquence, que les systemes 


SG Sos os SSH 
équivalent respectivement aux systèmes 
TS OCR ER 00 


Or, si l’on se reporte à l'énoncé 3° du n° 7, l’équivalence numérique 
des systèmes 


Sû+ps loip 


entraine celle des systemes 
(1) s 
[ts92,1]> Te]: 


les termes correspondants des Tableaux (23) et (25) désignent done 
des systèmes numériquement équivalents, et, dès lors, les sys- 
tèmes (22) équivalent respectivement aux systèmes (24), ce qu’il 
s'agissait de prouver. 


10. Considérons actuellement un système différentielS remplissant 
les diverses conditions suivantes : 


1° LesysièmeS, linéaire, homogène et à coefficients constants, est resolu 
par rapport à certaines dérivées des fonctions inconnues qui s’y trouvent 
engagées, et, si l’on partage les équations en groupes suivant que leurs 
premiers membres appartiennent à telle ou telle inconnue, aucun des 
groupes ainsi obtenus ne contient plus d'une équation. 

2° Les seconds membres sont indépendants de toute dérivée principale, 
et, moyennant l'attribution aux variables indépendantes de cotes respec- 
lives toutes égales à 1, et, aux fonctions inconnues de cotes respectives de- 
terminées, chacun d’eux ne contient que des quantités (inconnues ou 
dérivées) dont la cote soit exactement égale à celle du premier membre 


correspondant. 
Ann. Fe. Norm., (3), XXI. — Aour 1904: 42 
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3° En supposant que les conditions initiales du système S aient ele 
mises sous la forme spécifiée au n° 6 (ce qui est possible, puisque, en 
vertu de 1°, aucun des premiers membres n’est la dérivée de quelque 
autre), et en désignant par F la cote ma:cima des premiers membres de ces 
conditions initiales, par y la cote minima des premiers membres deS, 


chacun des systèmes 
(26) Sy, Sytts eee Sirus 


composé d’équations en nombre précisément égal a celui des dérivées prin- 
cipales de cote égale a son indice (n° 8), est résoluble par rapport aux 
dérivées principales dont usagi. 


Toutes les conditions ci-dessus énumérées (1°, 2° et 3°) étant salis- 
faites, nous ramèénerons, comme on le verra dans un instant (n° LL, 
inf.), le système différentiel S à un système du premier ordre, E, pos- 
sédant vis-a-vis de S certaine propriété qui nous sera plus loin fort 
utile: mais il nous faut, avant de procéder à cet exposé, présenter une 
remarque-indispensable. 

Considérons les groupes (26), dont chacun, comme il a été dit 
dans 3°, est résoluble par rapport aux dérivées principales de cote 
égale à son indice, et qui comprennent respectivement les divers 
groupes 


(27) Syy . Sy+is een SP4y 
du système S (n° 6 za fine et n° 8); désignons, en outre, par 
(28) dy, dis sey Ura; 


les groupes respectivement déduits de (26) par les résolutions dont 
il s’agit: comme les groupes (27) ne contiennent déjà, par hypothèse, 
aucune dérivée principale dans leurs seconds membres, ils se trouvent, 
de toute nécessité, respectivement compris dans les groupes (28). 
Cela étant, si l'on désigne par 


(29) Vy, Yy+is every YP44 


des groupes respectivement extraits de (28) sous la seule condition 


ed 
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de comprendre respectivement les groupes (27), par Y l’ensemble des 
groupes (29), et par C un entier (algébrique) quelconque au moins 
égal à y, les systemes Se, Yq sont, comme nous allons l’établir, numeéri- 
Po équivalents. 

Effectivement, le système S faisant partie de Y Y [puisque les 
groupes (27) sont respectivement compris dans les groupes (29)|, le 
système S, fait partie de Y,, et, par suite, en est une conséquence 
numérique. 

Réciproquement, désignons par W et T les systèmes respectifs (28) 
et (26). Le système Y faisant partie de W, le système Y, fait partie 
de W%, et, par suite, en est une conséquence numérique. D'ailleurs, 
les systèmes W et T satisfaisant à toutes les conditions requises au 
début du numéro précédent, 9, leur équivalence numérique entraine 
celle des systèmes W,, T,: le système Y,, conséquence numérique 
de W,, est donc aussi une conséquence numérique de Ty. Finalement, 
le système T, étant manifestement identique à S,, le système Y, est 
une conséquence numérique de Sg. 


11. Formation du système X, ci-dessus annoncé (n° 10). 

Étant donné un système différentiel du premier ordre, résolu par 
rapport a certaines dérivées (premiéres) des fonctions inconnues qui 
s’y trouvent engagées, on peut, pour en disposer nettement les di- 
verses ad ita les écrire dans les cases d’un quadrillage rectangu- 
laire dont les lignes correspondent aux variables en du. et 
les colonnes aux fonctions inconnues, en mettant l’équation qui 


aurait, par exemple, = pour premier membre dans la case qui appar- 
tient à la fois à la colonne (&) et à la ligne (x). 

Le système & étant, comme nous allons le voir, du premier ordre, 
nous en écrirons les diverses équations dans un quadrillage rectan- 
gulaire conformément aux indications ci-après, en ne nous occupant 
tout d’abord que des premiers membres. 

Les conditions initiales du système S ayant été mises, comme nous 
l'avons dit plus haut, sous la forme spécifiée au n°6, désignons par x, 


y, «+. les variables eepenaanios, par u l’une des inconnues engagées 
Q%+B+... 


este 


dans 8, par 5 l’un des premiers membres qui figurent dans 
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le groupe de conditions relatif à uw, et par F,,8... le second membre 


correspondant. Cela étant, me prendrons dans &, pour l’une de nos 
X+ Hey 


inconnues, la quantité Dr 
puis, en supposant, pour fixer les idées, qu'il y ait cinq variables indé- 
pendantes, x, y, 5,8, ¢, et que la fonction schématique F4 8... dépende 
des, 4, nous écrirons dans les cases (x), (y), (=) de la colonne (4,8...) 
les premiers membres 


» que nous désignerons par Uy,g,...3 


Ole, (tied Ott, B,... se JU, 8... Le 
ET es Le Pre + ig tee 


et nous laisserons vides les cases (s) et (4) de cette même colonne; au 
cas où F,,8,. se réduirait à une simple constante schématique, les 
cases de la colonne considérée seraient ainsi toutes pleines. Ce que 
nous venons de faire pour l’une des conditions initiales appartenant 
au groupe relatif à &, nous le ferons pour toutes les autres du même 
groupe; et ce que nous aurons fait pour l’inconnue wu, nous le ferons 
successivement pour toutes. Nous aurons ainsi un quadrillage rectan- 
gulaire contenant des cases pleines et des cases vides; d’ailleurs, 
quelques seconds membres que nous écrivions ultérieurement dans 
les cases pleines, on voit, dès maintenant, que, si l’on forme successi- 
vement, dans l’ancien système, puis dans le nouveau, un ensemble 
composé des inconnues et de leurs dérivées paramétriques, les deux 
ensembles ainsi obtenus se correspondront terme à terme, et que le 
second se déduira du premier par de simples changements de nota- 
tions; de même, et toujours à la notation près, l’économie des condi- 
tions initiales sera identique dans les deux systèmes. Quant aux déri- 
vées principales du nouveau système, elles coincideront, à la notation 
pres, les unes avec des dérivées principales, les autres avee des déri- 
vées paramétriques de l’ancien. 

Il va sans dire que nous conservons aux variables indépendantes et 
aux anciennes inconnues les cotes respectives qu'elles avaient dans le 
système S, et que nous attribuons aux inconnues adjointes des cotes 
respectivement égales à celles des dérivées anciennes qu'elles ad- 
mettent pour homonymes. Cela étant, il convient d'observer que les 
fonctions inconnues du système X dont la cote tombe au-dessous de F 
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n'ont, dans le système Ÿ, aucune dérivée paramétrique, puisqu'elles 
se trouvent, dans les conditions initiales, égalées à de simples con- 
Stantes schématiques, et que, par suite, toutes les cases de leurs 
colonnes sont pleines. En conséquence, toute dérivée paramétrique 
du système © possède une cote au moins égale à L + r, et toute dé- 
rivée paramétrique de cote L +1 ne peut appartenir qu'à une fone- 
tion inconnue de cote I, par suite est du premier ordre. 
Occupons-nous maintenant des seconds membres du système ©, et 


4 


considérons, pour fixer les idées, l’équation qui, dans 3, a pour pre- 

4 ua, Bree " \ 2. oe 
mier membre —~. A la notation près, ce premier membre coin- 
cide avec une dérivée ancienne 


Q(%+1)+B+... 7 


D Oat Oye... 


dont la cote ne dépasse pas T +1. 

Si la dérivée (30) est principale par rapport a $, il résulte des hy- 
pothéses spécifiées au début du n° 10, d’une part, qu’elle admet une 
certaine expression linéaire, homogène ct à coefficients constants par 
rapport aux inconnues et aux dérivées paramétriques de même cote, 
d'autre part, que, dans le cas où cette dérivée principale coincide avec 
un premier membre de S, l'expression dont il s’agit coincide avec le 
second membre correspondant : cela étant, dans l’expression consi- 
dérée de la dérivée principale (30), nous remplacerons toutes les dé- 
rivées paramétriques par leurs notations nouvelles, et nous égalerons 
as à l'expression ainsi modifiée. Or, il est facile de voir que, apres 
cette modification d’écriture, l'expression est ou d’ordre zéro ou du 
premier ordre, suivant que la dérivée (30) a une cote inferieure ou 
égale aT +1. Dans le premier cas, en effet, elle ne peut contenir que 
les inconnues anciennes et les expressions nouvelles de leurs dérivées 
paramétriques de cote inférieure ou égale aT’, ou, en d’autres termes, 
que les inconnues anciennes et nouvelles. Dans le second cas, elle ne 
peut contenir que les inconnues anciennes et les expressions nouvelles 
de leurs dérivées paramétriques de cote inférieure ou égale al +1, 
ou, en d’autres termes, que les inconnues anciennes et nouvelles avec 
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des dérivées paramétriques premières. Dans l’un et l’autre cas, d’ail- 
leurs, s’il arrive que (30) coincide avee un premier membre de S, 
l'équation considérée du système coincide, à la notation près, avec 
l'équation du système S qui a pour premier membre la dérivée (30). 

Supposons maintenant que la dérivée (30) soit paramétrique par 
rapport à S. En pareil cas, il existe, dans le système &, une dérivée 
paramétrique ou fonction ineonnue (et une seule) qui, à la notation 
pres, coincide avec elle, et à laquelle nous devrons alors égaler 


ua, 8, ».- 
Ox 


Ja. 8... 
Ox 
sera identique, à la notation pres, à une inconnue adjointe; si elle est 


ua, B,... . . : . nese RE 
—5, ~ sera identique, à la notation pres, à une dérivée 


paramétrique première du système £. 


: si la dérivée (30) est de cote inférieure ou égale à F, 


de cote F +1, 


12. Nous venons de constater que le système X est du premier 
ordre et qu’il se trouve résolu par rapport à quelques-unes des déri- 
vées (premières) des fonctions inconnues qui s'y trouvent engagées. 
Il est clair, en outre, que la cote maxima des premiers membres est 
+1, et que chaque second membre est linéaire, homogène et à 
coefficients constants par rapport aux inconnues et aux dérivées para- 
métriques qui ont même cote que le premier membre correspondant. 

J'établirai maintenant la propriété suivante : 


St l’on désigne par H l'ensemble des relations obtenues en égalant cha- 
cune des inconnues adjointes à la dérivée ancienne quelle admet pour 
homonyme, les systèmes X, et (He, Sç) sont numeriquement équivalents 


ME 


I. Si l’on considere l’une quelconque des inconnues adjointes de X, il 
existe dans le système X une relation égalant l'inconnue dont il sagit a 
une quantité homonyme, dérivée première de quelque inconnue ancienne 


ou adjointe. 


Effectivement, les inconnues anciennes et nouvelles de ¥ ont res- 
pectivement pour homonymes les premiers membres des conditions 
initiales de S, et, des lors, en vertu de la propriété 2° du n° 6, toute 
inconnue nouvelle de X a pour homonyme une dérivée première de 
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quelque autre inconnue, ancienne ou nouvelle; comme d’ailleurs 
cette dernière inconnue est de cote nécessairement inférieure à celle 
de la première, par suite inférieure aT, elle n’admet dans le système X 
aucune dérivée paramétrique; on a donc été conduit, dans la forma- 


tion de ce système, à égaler entre elles les deux quantités homonymes 
dont il s’agit. 


IT. Toute équation de S Jigure dans > à la notation prés. 


Effectivement, les conditions initiales de S étant mises, comme nous 
l'avons dit, sous la forme spécifiée au n° 6, les quantités qui y figurent 
comme premiers membres ont des cotes inférieures ou égales aT, et, 
d'autre part, chaque premier membre de S peut se déduire de l’une 
des quantités en question à l’aide d’une dérivation première, d’où ré- 
sulte qu’il est de cote au plus égale à +1. Cela posé, considérons 
d'abord dans S un premier membre de cote inférieure à F +1: la 
quantité dont il peut être considéré comme une dérivée première est 
alors de cote inférieure aT, et, comme les inconnues de E dont la cote 
tombe au-dessous de n’ont dans Z aucune dérivée paramétrique, on 
a été conduit, dans la formation de X, à écrire comme premier membre, 
à la notation près, le premier membre considéré de S. Considérons, 
en second lieu, dansS, un premier membre de cote F + 1 : ce premier 
membre peut alors être considéré comme la dérivée première d’une 
quantité de cote F figurant dans les conditions initiales de S, et, 
comme cette dérivation premiere n’intéresse aucune des variables 
figurant dans la fonction schématique qui correspond à cette quantité, 
on a été conduit, cette fois encore, dans la formation de Ÿ, à écrire 
comme premier membre, à la notation près, le premier membre con- 
sidéré de S. 

Ainsi, tout premier membre de S figure, à la notation près, parmi 
les membres de Ÿ, et, par suite, en vertu d'une remarque faite au 
n° L1, toute équation de S figure, à la notation près, dans &. 


III. Partageons actuellement les équations £ en deux groupes, X’, 
2’, suivant que leur premier membre coincide (soit exactement, soit 
à la notation près) avec une dérivée paramétrique ou avec une dérivée 
principale du système S. A ce partage des équations en deux groupes 
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coHApand, naturellement, un partage des équations £; en deux 
Re relie dis que le système He équivaut numériquement aX. 
En premier licu, toute équation de X est une conséquence numé- 

rique de HÇ: car chaque équation de £’ ayant pour premier et pour 
second membre deux quantités homonymes (nécessairement de même 
cote), une équation quelconque de E4 a pour premier et pour second 
membre deux quantités homonymes de cote C; dès lors, ou bien 
le système H, contient l'équation considérée de £;, ou bien il com- 
prend deux équations égalant respectivement les deux quantités ho- 
monymes dont il s’agit à la dérivée ancienne qu’elles ont pour homo- 
nyme commun, aaguel cas une combinaison tres simple des deux 
équations de H, fait retomber sur l’équation considérée de X¢. 

Réciproquement, toute équation de H, est une conséquence numé- 
rique de X,. Considérons, en effet, une relation de H,; dans cette rela- 
tion, de cote C, figure une dérivée, d’ordre positif ou nul, de quelque 
inconnue adjointe. En vertu de l'alinéa I, il existe, dans le groupe X 
une relation égalant l’inconnue dont il s’agit à une quantité homo- 
nyme, dérivée première de quelque autre inconnue ancienne ou nou- 
velle. Si cette deuxième inconnue est elle-même nouvelle, il existe 
encore, dans le groupe XY, une relation l’égalant à quelque quantité 
homonyme, dérivée première d’une troisième inconnue. En continuant 
de cette manière, on finira par tomber sur une inconnue nouvelle qui, 
en vertu d'une relation de X’, se trouvera égalée à quelque quantité 
homonyme, dérivée première d’une inconnue ancienne. Il est clair que 
les relations successivement considérées de L’ ont des cotes qui dé- 
croissent progressivement d’une unité à partir de C. Cela étant, il est 
très facile de voir que si, dans le groupe formé par ces relations et par 
celles qui s’en déduisent à l’aide de différentiations, on considère 
celles de cote C, leur ensemble, qui fait partie de X;, régénère, moyen- 
nant une combinaison tres simple, l'équation consilenée de He. 


IV. Revenant à notre énoncé général, partageons le système Y” en 
> Ie &ç sorta , à CG a o 1 A = : 
groupes successifs d'après les cotes croissantes des équations dont il 


se compose; en vertu du mode de formation de 3, ces groupes, 


(1 ” [4 
Gy, Ty+15 ….., CT 


LE rit its) a ah 
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seront, à la notation près, respectivement extraits des groupes (28), 
et, en vertu de l'alinéa IT, ils comprendront respectivement, toujours 
à la notation près, les groupes (27). Si donc on se reporte à la 
remarque finale du n° 10, on voit aisément que les systèmes 


(He, Zc) et (He, Sc) 


sont numériquement équivalents; il en résulte, à cause de l’équiva- 
lence numérique de H, et de X (111), que les systèmes 


(Xc, Zc) et (He, Sc}; 
c’est-à-dire 
Zc et (He, Sc), 


jouissent de la même propriété, ce qu’il s'agissait d'établir. 


13. Étant donné un système du premier ordre résolu par rapport 
à certaines dérivées (premières) des fonctions inconnues qui s’y 
trouvent engagées, nous dirons que ce système est régulier, si l’on 
peut adopter pour les lignes de son Tableau (n° 11), c’est-à-dire pour 
les variables du système, un ordre tel que les cases vides de chaque 
colonne se trouvent toutes situées au bas de cette colonne. 

Il est facile d’apercevoir qu’un pareil système constitue un cas très 
particulier de ceux que j’ai nommés ailleurs orthonomes ('). Si l’on 
attribue en effet à toutes les variables indépendantes la cote premuëre 1 
et à toutes les fonctions inconnues la cote premiere o, on voit que la 
cote première de toute inconnue ou dérivée figurant dans un second 
membre du’ système est, suivant qu'il s’agit d’une inconnue ou 
d’une dérivée, inférieure ou égale à la cote première du premier 
membre correspondant; il suffit alors, pour établir l’orthonomie du 
système, de se reporter à divers passages d'un Mémoire publié ici 


même (*). 


(2) Pour la théorie des systèmes orthonomes, voir le Mémoire intitulé : Sur une ques- 
tion fondamentale du Calcul intégral (Acta mathematica, t. XXIIT). 
(2) Sur les systèmes différentiels dont l'intégration se ramene a celle d'équations diffé- 


rentielles totales (Annales de l’École Normale, 1901, p. 421 et p. 466 à 469). 
Ann. Ec. Norm., (3), XXI. — Aout 1904. 43 
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14. Supposons actuellement que, dans un Système différentiel S, les 
trois conditions 1°, 2°, 3°, énumérées au début du n° 10, se trouvent 
satisfaites. Supposons en outre que le système È du premier ordre, que 
l’on peut en pareil cas déduire du système S (n° 11), puisse, par un simple 
changement linéaire et homogène des variables indépendantes, être trans- 
formé en un système régulier du premier ordre (n° 13) dont les colonnes 
contiennent respectivement les mêmes nombres d'équations que les colonnes 
correspondantes de X. 

Cela étant, considérons le système S, (n° 8), linéarre, homogène, et à 
coefficients constants par rapport aux inconnues et dérivées de cote C, et 
composé d'équations en nombre précisément égal à celui des dérivées prin- 
cipales de méme cote du système S: je dis que le système Sg est nécessat- 
rement réduit. 


Désignons en effet par [C= 1]. conformément a la convention 


adoptée au n°9, le système du premier ordre déduit de Xa l’aide du 
changement de variables (strictement effectué) dont parle l’énoncé, 


puis par Qle système régulier déduit de [C=] à l’aide de la résolution 
voulue. Si l’on nomme à la cote minima des équations de ¥, et A leur 
cote maxima (égale iT +1), les groupes 


(31) Gey . Jôtis +. OA 


du système £ fournissent, par le changement de variables (stricte- 
tement effectué), les groupes respectifs 


[teal], [Lss+11], ER [Esa1] 


du système [ES], et ceux-ci, par les résolutions voulues, les groupes 
respectifs 


(32) COS MEO Ta es ON 


du système Q. Cela étant, si l’on construit les portions de Tableaux 
qui correspondent aux divers groupes (31) et celles qui correspondent 
aux divers groupes (32), on voit que les premières contiennent res- 
pectivement les mêmes nombres de colonnes que les secondes, puis 
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les colonnes de w; respectivement les mêmes nombres de eases pleines 
que les colonnes correspondantes de az, celles de Ws, respectivement 
les mêmes nombres de cases pleines que les colonnes corréspondantes 
de o3,,, et ainsi de suite jusqu’à w, et o4. En conséquence, le nombre 
des dérivées principales de cote C est le même dans les deux sys- 
tèmes Z et Q. 

Cela étant, à cause de l’équivalence numérique de [el et de Q, le 
système Q, est numériquement équivalent à [21], (ni? 9,712); il l'est, 
dés lors, a [Le] (n° 9, 2°). Or, à cause de la forme régulière, par 
suite orthonome, de Q, il existe certainement, dans le groupe Qo, 
quelque groupe partiel possédant la double propriété d’être réduit et 
de comprendre exactement autant d’équations qu'il y a, dans Q ou ¥, 
de dérivées principales de cote C : donc le système numériquement 
équivalent [[2c]] jouit de la même propriété. Enfin, si dans ce dernier 
on remplace les nouvelles dérivées de cote C par leurs valeurs en fonc- 
tions des anciennes, il en sera de même du système résultant X,. Il 
est facile d’en déduire, comme nous allons le voir, que S, est réduit. 

Considérons en effet, dans le système S, l’ensemble illimité que 
forment les inconnues et leurs dérivées de tous ordres, extrayons-en 
les diverses quantités de cote égale à C, et désignons par 4 le nombre 
de celles qui, parmi ces dernières, sont des dérivées principales, 
par A, le nombre des quantités restantes. 

Considérons ensuite, dans le système &, l’ensemble que forment les 
inconnues anciennes et adjointes et leurs dérivées de tous ordres, et 
extrayons-en de même les diverses quantités de cote égale à C: il est 
clair qu’en désignant par v, le nombre des quantités qui, dans ce der- 
nier groupe, proviennent des inconnues adjointes ou de leurs dérivées, 
le nombre total des quantités contenues dans le groupe considéré 
est Ag+ Uc+ ve. On sait d’ailleurs, d’après les relations qui existent 
entre les systèmes S et X, que dans ce groupe le nombre des quantités 
non principales est égal à Ag, et il en résulte que le nombre des déri- 
vées principales est égal à e+ ve: le système Æ contient donc, 
d’après ce qui a été dit tout à l'heure, quelque groupe réduit composé 
de u + Ve équations. 

Cela étant, si l’on désigne par H, comme au n° 12, l’ensemble 
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des relations obtenues en égalant chacune des inconnues adjointes à 
la dérivée ancienne qu’elle a pour homonyme, le système (He; Sc), 
numériquement équivalent à 3,, contient forcément quelque groupe 
réduit de + ve équations; le groupe H, contient d’ailleurs exacte- 
ment vg équations, et le groupe Sg exactement 4: donc le système 
(He, Sc) est forcément réduit, par suite aussi le groupe St. 


15. Nous terminerons ce Chapitre par l’importante remarque qui 
suit : 


Étant donné un système différentiel S, que l’on suppose remplir les deux 
premières des trois conditions formulées au n° 10, et où les coefficients 
des seconds membres sont d’ailleurs des constantes arbitraires, on peut, 
avec ces arbitraires, former certaines fonctions entières telles que, pour 
toutes valeurs numériques des arbitraires laissant la premiere fonction 
différente de zéro sans annuler a la fois toutes les autres : 1° la troisième 
des conditions formulées au n° 10 soit satisfaite comme les deux pre- 
mucres ; 2° le système S, soit réduit (quel que soit C). 


I. Écrivons en effet les conditions initiales sous la forme spécifiée 
au n° 6, et désignons par F la cote maxima des premiers membres 
de ces conditions, par y la cote minima des premiers membres de S; 
puis, considérant le système formé par l’ensemble des groupes (26), 
calculons-en le déterminant différentiel par rapport aux dérivées prin- 
cipales de cotes y, y +1, ..., L + 1. Ce déterminant est évidemment 
une fonction entière des coefficients des seconds membres; lorsque 
cette fonction est différente de zéro, le système (26) est résoluble par 
rapport aux dérivées principales de cotes y, y +1, ..., +1, et la 
troisième des conditions formulées au n° 10 se trouve satisfaite. 

Il est bon d'observer que dans le cas où le système S est orthonome, 
c'est-à-dire où certains des coefficients arbitraires sont nuls, le déter- 
minant dont il s’agit se réduit à 1; il a done dans tous les cas l’unité 
pour terme constant, et peut se mettre sous la forme 1+F, où F 
désigne une fonction entière privée de terme constant. (Il suffit alors, 
pour que 1+ F soit différent de zéro, que le module de F soit moindre. 
que 1.) 
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Il. Ce premier point une fois acquis, laissons dans les seconds 
membres de S tous les coefficients arbitraires sous la seule restriction 
que 1 + F soit différent de zéro; puis, désignons par ¥ le système du 
premier ordre (linéaire, homogène, et à coefficients constants) déduit 
de S à l’aide du mécanisme décrit au n° 11, et effectuons dans E la 
transformation 

=o Byy+..., 


où x, y, ... désignent les anciennes variables, x’, y’,...les nouvelles, 
et a, B,,..., %, B,, ... des coefficients indéterminés. Pour que le 
système & puisse être, à l’aide de ces formules, transformé en un sys- 
tème régulier du premier ordre dont les colonnes contiennent respec- 
tivement les mêmes nombres d'équations que les colonnes correspon- 
dantes de &, il faut qu'un certain déterminant soit différent de zéro ; 
ce déterminant est évidemment une fonction entière tant des coefli- 
cients des seconds membres de Zque des constantes de la transforma- 
tion, et, en le supposant ordonné par rapport à celles-ci, nous aurons 
un polynome entier par rapport aux constantes de la transformation, 
et ayant pour coefficients certaines fonctions entières des coefficients 
des seconds membres de &. Observons maintenant que chaque équa- 
tion de X est, à la notation près, ou une identité, ou l’une des équa- 
tions qui proviennent de la résolution du système (26), et que, par 
suite, chaque coefficient des seconds membres de X peut être mis sous 
forme d’une fraction ayant pour dénominateur 1 + F et pour numéra- 
teur une fonction entière des coefficients des seconds membres de S. 
En conséquence, le déterminant dont nous parlons, entier par rapport 
aux constantes de la transformation, a pour coefficients certaines 
fractions rationnelles des coefficients des seconds membres de §S, 
chacune de ces fractions ayant pour dénominateur une puissance de 
IF. 

. Cela étant, si nous supposons que les coefficients des seconds 
membres de S aient des valeurs particulières qui, sans annuler à la 
fois tous les numérateurs de ces diverses fractions rationnelles, 
laissent 1 + F différent de zéro, notre déterminant ne se réduira pas 
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à une fonction identiquement nulle des constantes de la transforma- 
tion, et l’on pourra trouver pour ces constantes des valeurs numé- 
riques qui laissent différents de zéro tant la fonction dont il s'agit que 
le déterminant de la transformation. Il résulte de là que non seule- 
ment la troisième des conditions formulées au n° 10se trouvera alors, 
comme les deux premières, satisfaite pour le système S, mais qu’en 
outre le système du premier ordre Y, déduit de Sa l’aide du méca- 
nisme indiqué au n° 11, pourra, par un simple changement linéaire 
et homogène des variables indépendantes, être transformé en un 
système régulier du premier ordre dont les colonnes contiennent 
respectivement les mêmes nombres d'équations que les colonnes 
correspondantes de ©; notre proposition du n° 14 sera alors appli- 
cable, et le système S, nécessairement réduit. 


= —— 0 © © ——— 


CHAPITRE IL. 


THÉORÈME D'EXISTENCE. 


16. Considérons actuellement un système différentiel Q, satisfaisant 
à la double condition ci-après : 


1° Le système est résolu par rapport à certaines dérivées des fonctions 
inconnues qui s'y trouvent engagées, et, si l'on partage les équations en 
groupes suivant que leurs premiers membres appartiennent à telle ou telle 
Inconnue, aucun des groupes ainsi obtenus ne contient plus d'une équa- 
lion. 

2° Les seconds membres sont indépendants de toute dérivée Principale 
et, moyennant l'attribution aux variables indépendantes de cotes renee 
tives toutes égales a 1, el aux fonctions inconnues de cotes respectives 
déterminées, chacun d’eux ne contient, outre les variables indépendantes 
que des quantités (inconnues ou dérivées) dont la cote ne surpasse je 


\ 
\ 
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celle du premier membre correspondant. Il est clair d’ailleurs que cette 
deuxième condition ne cesse pas d’être vérifiée, lorsque l’on augmente 
d’un même entier quelconque, positif ou négatif, les cotes de toutes 
les fonctions inconnues. 


Un système de cette espèce étant donne, pour que tes intégrales hypothe- 
tiques répondant à des conditions initiales données existent effectivement 
el sovent uniques, il suffit que certaines fonctions (en nombre limité) des 
variables indépendantes, des inconnues, et de quelques-unes de leurs déri- 
vées paramélriques, présentent, pour les valeurs numeriques initiales de 
leurs arguments, des modules satisfaisant à certaines inégalités. 


I. Supposons les conditions initiales du système Q écrites sous la 
forme spécifiée au n° 6 (ce qui est possible, puisque, en vertu de 1°, 
aucun des premiers membres n’est la dérivée de quelque autre), et 
désignons par I’ la cote maxima des premiers membres de ces condi- 
tions initiales, par y la cote minima des premiers membres de Q. La 
cote d’une inconnue quelconque du système Q ne peut alors sur- 
passer I’, et celle d’un premier membre de ce système ne peut sur- 
passer l + 1. Chacun des systèmes 


(33) Oy, Qy, ee me) Oras 


est d’ailleurs linéaire par rapportaux dérivées principales de cote égale 
à son indice, et les coefficients des dérivées dont il s’agit dépendent 
exclusivement des variables x, y, ..., des inconnues uw, ¢, ..., et des 
quelques dérivées paramétriques figurant dans les seconds membres 
de Q. Enfin, chacun des systèmes 


(34) Or; Ores, 


est linéaire par rapport aux dérivées, ant principales que parame- 
triques, de cote égale a son indice, et une remarque toute semblable 
à la précédente s TT aux coefficients de ces dérivées. 

Cela étant, st une certaine fonction des variables indépendantes, des 
inconnues el de quelques-unes de leurs dérivées paramétriques prend, pour 
les valeurs numeriques initiales de ses arguments, une valeur différente de 


| 
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zéro, et si, eh ouire, cerlaines autres fonctions des mêmes quantités ne 
s'annulent pas a la fois pour les valeurs initiales dont il agit : 


1° L'un quelconque des systèmes (33), où l’on remplace. par leurs 
valeurs initiales les variables, les inconnues, et les dérivées parameétriques 
de cote inférieure à V + 2, est résoluble par rapport aux dérivées princi- 
pales de cote égale a son indice. 

2° L'un quelconque des systèmes (34), où l'on opère la même substitu- 
tion, est résoluble par rapport à quelque groupe de dérivées (principales ou 
paramétriques) de cote égale à son indice. 


Pour.l’établir, je construirai d’abord, à l’aide du mécanisme suivant, 
un autre système différentiel S. 

Considérant, parmi les inconnues et dérivées qui figurent dans un 
second membre du système Q, celles dont la cote se trouve être pré- 
cisément égale à celle du premier membre correspondant, je remplace : 
ce second membre parune fonction linéaire ethomogène des inconnues 
et dérivées dont il s’agit, en donnant pour coetficient à chacune de ces 
quantités la valeur initiale de la dérivée partielle du second membre 
primitif par rapport à la quantité considérée. (Il va sans dire que dans 
le cas où le second membre primitif ne contient, avec les variables 
indépendantes, que des inconnues et dérivées de cote inférieure au 
premier membre correspondant, on remplacera ce second membre par 
zéro.) En répétant l'opération précédente sur chacun des seconds 
membres du système Q, on tombe sur un système S, remplissant 
évidemment les deux premieres des trois conditions formulées 
au n° 10, et ayant les mêmes premiers membres que le système Q 
avec la même économie des conditions initiales. D’ailleurs, si l’on 
considère les systèmes Qo, St, les équations se correspondent chacune 
à chacune dans ces deux systèmes, et l’on passe d’une équation quel- 
conque de Qc à l'équation correspondante de S_ exactement par le 
même mécanisme que l’on passe d’une équation quelconque de Qa 
l’équation correspondante de S. 

Cela étant, on peut, en vertu du n° 15, former, avec les coefficients 
des seconds membres de $S, certaines fonctions entières telles que, 
pour toutes valeurs numériques des coefficients laissant la première 
fonction différente de zéro sans annuler à la fois toutes les autres : 


D EL a à a 
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1° la troisième des conditions formulées au n° 10 se trouve satisfaite, 
comme les deux premières: 2° le système S, soit réduit (quel que 
soit G). Ce double fait, si l’on a égard à la relation indiquée entre les 
systèmes Qc, Sc, suffit à démontrer l’exactitude du double point que 
nous avons en vue. 


Nous supposerons désormais, dans le systéme Q, les conditions initiales 
choisies (s'il est possible) de telle sorte que la double circonstance spécifiée 
au début du présent alinéa | se trouve réalisée. 


If. Dans ce qui suit, étant donné un système différentiel quel- 
conque, T, je nommerai système T prolonge le groupe illimité obtenu 
en adjoignant aux équations du système T toutes celles qui s’en 
déduisent par des différentiations (d'ordres quelconques). 

Cela étant, considérons, au lieu du système Q, le système Qr,,, que 
nous désignerons aussi par (Q). Il est clair que dans les deux systèmes 
Q et (Q), les dérivées principales et paramétriques des fonctions 
inconnues sont respectivement les mémes, a cela pres que les déri- 
vées principales du systemeQ dont la cote tombait au-dessous del +2 
sont devenues paramétriques dans le système (Q); et si, dans les deux 
systemes 

Q prolongé, (Q) prolongé, 


on partage les relations en groupes successifs d’après leur cote crois- 
sante, cette suite illimitée de groupes est la même de part et d'autre, 
à cela près que, dans le système (Q) prolongé, un certain nombre de 
groupes [les groupes (33)] ont disparu en tête de la liste. Au lieu 
done d'imposer aux intégrales de Q les conditions initiales choisies, 
il revient au même d'imposer à celles de (Q) des conditions initiales 
identiques, en ayant soin seulement de prendre, pour les anciennes 
dérivées principales devenues paramétriques, les valeurs initiales cal- 
culées à l’aide des groupes disparus. 

On peut maintenant, moyennant un simple changement de fonc- 
tions, remplacer le système (Q) par un autre où les déterminations 
initiales des inconnues soient toutes identiquement nulles. Effective- 
ment, soient I,, I,, ..., les déterminations initiales respectives des 
inconnues &, ?, ... dans le système(Q). Nous observerons tout d'abord 

Ann. Ee. Norm., (3), XXI. — Aout 1904 Ah 
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que, parmi les dérivées de 1,, I,,-.., celles qui sont respectivement 
semblables aux dérivées principales de uv, 9, ... ont toutes zero pour 
valeur initiale, et qu'elles sont, par suite, identiquement nulles, 
puisque leurs propres dérivées, nécessairement semblables à des déri- 
vées principales de &, ¢, ..., ont toutes aussi pour valeur initiale zéro; 
quant aux valeurs initiales de 1,,1,, ... etde leurs dérivées restantes, 
elles sont précisément égales aux valeurs initiales de w, ¢, ... et de 
leurs dérivées (paramétriques) semblables. Cela posé, effectuons dans 
le système (Q) la transformation 


où u,v, … désignent de nouvelles fonctions inconnues, et soit (Q) le 
système ainsi obtenu : de la remarque faite ci-dessus il résulte 
évidemment que le système (@) prolongé peut se déduire de (Q) 
prolongé en remplaçant les dérivées principales de wu, 9, ... par 
les dérivées semblables de u, v, ..., puis les fonctions &, 6, ... et 
leurs dérivées paramétriques par les sommes [,+ u, 1,+ 0, ... et les 
dérivées semblables de ces sommes. Les deux systèmes (Q) et (Q) ont 
donc, sauf le changement de wv, ¢,... en n, v,..., les mêmes premiers 
membres, et les dérivées des fonctions inconnues s'y répartissent de 
la même manière en principales et paramétriques : dès lors, si, sans 
changer les valeurs initiales des variables indépendantes, on impose 
aux intégrales hypothétiques de (@) des déterminations initiales iden- 
tiquement nulles, tout groupe d'intégrales de (@.) satisfaisant à ces 
conditions initiales fournira, par l'intermédiaire des formules de 
transformation, un groupes d’intégrales de (Q) satisfaisant aux con- 
ditions initiales indiquées plus haut, par suite un groupe d’intégrales 
de Q satisfaisant aux conditions initiales primitivement imposées. 
Cela étant, et les conditions initiales primitivement unposées alt sys- 
téme Q étant choisies sous les restrictions que nous avons indiquées dans 
l’alinea 1, nous établirons que, sous des restrictions nouvelles apportées à 
leur choix, le système (@) admet un groupe d'intégrales a déterminations 
mnitiales tdentiquement nulles ; il en résultera pour Qun groupe d'inte- 
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grales répondant aux conditions initiales primilivement imposées, et nous 


Jerons vor alors que ce dernier groupe est unique. 


IH. Conservons aux variables indépendantes a, y, ..., dans le sys- 
teme (@), les cotes respectives, toutes égales à 1, qu’elles avaient 
dans les systèmes Q et (Q), et attribuons aux nouvelles fonctions 
inconnues u, v, .. les mêmes cotes respectives qu’aux anciennes cor- 
respondantes w, ¢,.... Considérons d'autre part, dans les systèmes 
(Q) prolongé et (@.) prolongé, deux relations correspondantes, et 
désignons par C leur cote commune (supérieure ou égale à T+ 2) :. 
de diverses remarques déjà faites il résulte que toutes deux sont 
linéaires par rapport aux dérivées de cote C, que dans la première les 
coefficients de ces dérivées dépendent exclusivement des variables 
x, Y, ..., des inconnues uw, 9, ..., et des quelques dérivées paramé- 
triques figurant dans les seconds membres du système primitif Q, et 
que, dans la seconde, les coefficients dont ils’agit sont respectivement 
identiques aux précédents, sauf, bien entendu, le remplacement de 
u,v, .. et de leurs dérivées paramétriques par les sommes J, + u, 
I,+uv,..., et les dérivées semblables de ces sommes; les coefficients 
considérés ont donc de part et d'autre les mêmes valeurs initiales. En con- 
séquence, l’un quelconque des systèmes 


(®)pis, (@)pis, rey 


où l’on remplace par leurs valeurs inutiales les variables, les inconnues et 
les dérivées paramëtriques de cote inférieure a V+ 2, est résoluble par 
rapport à quelque groupe de dérivées ( principales ou parametriques ) de 
cote égale à son indice, puisque (1) chacun des systèmes 


Ors, Oras 
possède déjà cette propriété. 

IV. Dans le système (@) partageons les fonctions inconnues en 
catégories suivant la valeur de leur cote, et supposons, pour fixer les 
idées, que le nombre des catégories ainsi obtenues soit égal à 3. Les 
dérivées de tous ordres des inconnues se partagent naturellement 
alors en trois catégories, suivant qu’elles appartiennent à telle ou telle 
inconnue. 
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Cela étant, désignons par y, y’, y” les cotes attribuées aux 


inconnues des trois catégories respectives, et posons 


T+e2—7=K’, T+2-y"=K’', T+2—y"=K"; 


les trois entiers K’, K’, K” sont nécessairement au moins égaux à 2, 
puisque les cotes des inconnues sont au plus égales à Pet que, par 
suite, les différences T — +", LT — y", © — y” sont positives ou nulles. 
Il est clair, d’ailleurs, qu’une dérivée d’inconnue aura une cote infé- 
rieure, égale ou supérieure aT + 2, suivant qu’elle sera : 

D'ordre inférieur, égal ou supérieur à K’, s’il s’agit d’une dérivée 
de première catégorie ; 

D'ordre inférieur, égal ou supérieur à K’, s’il s’agit d’une dérivée 
de deuxième catégorie ; 

D'ordre inférieur, égal ou supérieur à K”, s’il s’agit d’une dérivée 
de troisième catégorie. 

Considérant, en particulier, les dérivées de cote inférieure ou égale 
à l +2, qui seules figurent dans (@), nous qualifierons, pour 
abréger, de secondaires celles dont la cote estinférieure à F + 2, etde 
dominantes celles dont la cote est égale à T + 2. Chaque équation du 
système (@), linéaire par rapport à l’ensemble des dérivées domi- 
nantes, a pour premier membre une de celles-ci. 

Nous nommerons, en outre, dans ce qui suit : 

Coefficients du système (@) les diverses fonctions (des variables, 
des inconnues et des dérivées secondaires) qui figurent dans les 
seconds membres, soit comme multiplicateurs des dérivées domi- 
nantes, soit comme termes indépendants de ces dérivées; 

Xo, Yor --- les valeurs initiales de, y, ...; 

f. ... les diverses quantités du groupe formé par les inconnues u, 
v, ... et leurs dérivées secondaires (toutes ces quantités ont des va- 
leurs initiales nulles, puisque les déterminations initiales sont iden- 
tiquement nulles); 

w’, v’, ... les inconnues de première catégorie, g’ leur nombre, g', 
La. gx les nombres respectifs de leurs dérivées des ordres 1, 
D ee) D 

nw’, v”,... les inconnues de deuxième catégorie, g” leur nombre, 


CPU 4" rf ite 
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Bi) Sor +++» Sw les nombres respectifs de leurs dérivées des ordres 1, 
De et eee 

u”, v”, ... les inconnues de troisième catégorie, 9” leur nombre, 
Lis Los ce. Sr les nombres respectifs de leurs dérivées des ordres 1, 
Dera te bs 

D'ailleurs, les seconds membres du système primitif Q étant, par la 
définition méme des intégrales ordinaires, développables dans un 
certain domaine autour des valeurs initiales choisies pour les diverses 
quantités qui y figurent, on voit sans peine que les coefficients du 


systeme (@), fonctions des diverses quantités 
GRAS SE RE SRE 


sont développables dans un certain domaine autour des valeurs ini- 


tiales 
Ts Vos HT iis ) oO, 


V. Soient : 


< une constante positive moindre que ; (c’est-à-dire moindre que le 
quotient de 1 par le nombre des catégories d’inconnues du système 


donné ); 
u une constante positive quelconque; 


K' o! o! o! ol, 
’ ome S12) © 2?) MO 7 © W—1> 
al 11 ll ct 
K , E » 81? 82» se) S'K"--19 
TU MN mn" Nt mt 
Rees Slee Ses ts BR, 


les entiers définis dans ce qui précède (IV); 
w’, æ’, æ” trois fonctions inconnues de la variable indépendante ¢. 


St l’on pose 


/ 2 Ow! a on 1 
PSN ios nor dt a | S'K—1 olk-1 
It KY 1 py! 
3 Rh Wee dv" mes Ho 9 ws 
(39) { +8 i 84 dt SKI pi 
7 aw" x Qk"! ppl! 
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et O(s)=- ‘_, le système différentiel 
COCHE TN OS) , 
owe 1—3e0(:) 
an Ow" sp O( 2) 
oat Om Die eOie) 
al: mO(:) 


QU” — 1— 320(s) 


admet un groupe d’intégrales satisfaisant aux conditions initiales 


a Dien CLOS ae = \ 
SOL a ME HOTELS 
(37) 440 ise LR mee ee ARO 14 < 0). pour fae we 
O4 = ot eae otk" 
tl Oe, O* CPE 
eo = at =O pee anata 


Les derwees restantes de ces intégrales ont, d’ailleurs, pour t = 0, des 
valeurs initiales essentiellement positives. 


D'abord, lexistence d’un groupe d’intégrales répondant aux condi- 
SOLE è P 
tions initiales (37) résulte immédiatement de propositions connues ("). 
D'un autre côté, si l’on développe @(z) par la formule 


I+ 3+ 27+..., 


et que, apres avoir remplacé s par le second membre de (35), on 
ordonne le résultat par rapport aux puissances de 


Ow’ OK! çv/ 
(AT “AA Fr: Va Rar? 
7 Ow" OW=1 py" 
‘y , we 5 they uw er 
(ase oe ln ows aia 
ot ow" 


(1) Fowr, par exemple, Acta mathematica, t. XXII, p. 265 et 266. 
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on voit immédiatement que les valeurs initiales de la fonction ainsi 
obtenue et de ses dérivées partielles de tous ordres sont essentielle- 


5,0 * . Hi , 
ment positives. Il en est de même de la fonction —— =, que l’on 
1—3e0(:) I" 


peut, à cause de £ <4, développer suivant la formule 


1+ 320+ 3?2@7+..., 


_ 


par suite, enfin, du produit 


] 
u.@ (2) — 
PA 1— 32@(z)’ 

second membre commun aux équations du système (36). Les valeurs 
initiales des dérivées principales de nos intégrales jouissent donc, 
elles aussi, de la propriété énoncée : car l’attribution aux quantités 


des cotes respectives 
Poe RER". RP 


met tout d’abord en évidence la nature orthonome du système (36), 
et, cela étant, on aperçoit sans peine que le caleul des valeurs initiales 
des dérivées principales, effectué de proche en proche pour les classes 
successives à l’aide des relations du système (36) prolongé, conduit 
nécessairement à des résultats tous positifs. 

Nous désignerons par W'(4), W”(4), W"(4) les intégrales considé- 
rées du système (36). 

Nous ferons, en outre, observer ce qui suit : 


1 I! mt mw 


St ommomime c.f 9c..<¢ &,29t5o - +> £,, €,,-- des quantités posi- 


tives (en nombre limité) vérifiant les relations 


eo DE) 
” 1 Er 
€,; +E, te. —E, 


Ui V2 


Ep Ep tr. EE; 
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le système (36) entraine évidemment comme conséquence 


OK ey! . ; Ok ww! : OK ww! 
Oe 4 p-0(5) sea O(:) dt“ Dia e,O(:) otk’ 
gk" w! OX" op" 
” ”" df 
+ ET O(:) Pa + &, O(:) JR + 
38 ( 72 alt wy” "@& rd ae ok 
(38) + £1 0(3) her +6 (2) Si ere 
O*" wp" 
——,- = idem 
ou 
Ok" oy” 
——,- = idem. 
| ok” 


D'ailleurs, le système (36) entrainant aussi comme conséquence les 
relations 


p.e0?(s) 


1— 32e0(<s) 


Oi! OK" pp" 9K" +" 
Z Fra == 0 


mo 


0( 


si, dans l’une quelconque des équations (38), on remplace telle ou 
telle des sommes 


O* wy! O* wy’ 
/ LAs 
¢,9(s) YL + €,0(s) ji 2 
x O*" ope" ; OK" " 
e,O(:) PTS (3) PYLS ; 
FLOUE) Or gee on WE 
pil Lad a ty de. 

dt al 


par la quantité a ““, on tombe encore sur une consequence 


de (36). 
VI. Aux variables indépendantes et aux fonctions inconnues 


PS A den dre ls de stat uen A eee ae he 


“ 


“re 
du système (@), faisons correspondre autant de quantités positives 
nn UT, eet OU OT ES RS TE 


que nous nommerons, pour abréger, leurs poids respectifs; considé- 


ACT 
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rant ensuite une dérivée d'ordre & d’une inconnue, appelons poids de 
cette dérivée le quotient obtenu en divisant le poids de la fonction à 
laquelle elle appartient par ceux des & variables de différentiation; 
désignons enfin d’une manière générale par 9, ... les poids respectifs 
des quantités f, .... 


Cela posé, considérons une équation, conséquence de (36), subsis- 
OK oy! OF op QB" yy” ] 


tant entre 2, => x je» et remplacons-y la somme = par la 


somme 
s=E(x—a,)+n(y—yo) +..-+9f+...; 


substituons, d’autre part, à la dérivée Le, qui peut figurer dans 
divers termes de l'équation considérée, divers produits obtenus chacun 
en multipliant l’une quelconque des dérivées dominantes de w’, v’, ... 
par son poids; effectuons, enfin, des substitutions analogues pour 


Se thy d'y" rule Ke" (yl 
chacune des dérivées == et pour chacune des dérivées = : 

12 
relation résultante sera, comme il est bien facile de s’en rendre 


compte, identiquement verifiée pour 


jw = Woh ete, Ent) El, 

v = W'[Ë(c— x) + n(y —7o) +...], 

ah So WHE (22) + 07 —7) +.) 

(39) of =U WLE(œ — ay) + ay — Yo) +.) 


We se vt” W" [F(a — ay) “= NE — Yo) +.. “tk 
D W" LE (2 — ay) + nly — Yo) +... I, 


à ss vleleltie en (0: \elel-a' le) (9! 510) 6) ee ee elite) @ es ee) 8) ele) 6 elle «je 


Prenons maintenant, dans le système (@), une équation quel- 
conque (4), et désignons par p’, p’, p" les nombres respectifs (20) 
des dérivées dominantes de première, deuxième, troisième catégorie, 
qui figurent dans son second membre; par k 


I ’ i 
ROK SPL AN, 
" " 
if A4 ee) p's 
m my nr 
et Ate? AML SA 
Ann. Ec. Norm., (3), XXI. — SEPTEMBRE 1904. 45 


a 
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ces dérivées respectives, par 


ær, 1 I 
Wis Tin cies ee 
" ”" (4 
Di» Woy ees Dp» 
wn m m 
Wis) Sas. Sean 


leurs poids respectifs, par A le premier membre de (4), et par o le 
poids de A. Sil’entier p’ n’est pas nul, on remplacera l'ensemble des 
termes en A’, Al, ..., Aj, qui figurent dans le second membre de (4) 
par 

2 


! I € 1 € 
7 Di O(s)A; + Fa w,O(s)}A, +.. Dre @p'O(s) A); 


~ 


° ; 2 

si p’ est nul, on remplacera cet ensemble absent par ey On 
rude 

effectuera des substitutions analogues pour les termes en Aj, Aj, ..., 

A’, et pour les termes en Aj, Aj, ..., A,- qui figurent dans le second 

membre de (q). Quant au terme indépendant des dérivées domi- 


nantes, on le remplacera par ».@(s). On remplacera enfin Ie premier 
membre A par A, et l’on multipliera les deux membres par —- L’équa- 
wD 


tion finalement obtenue, ((4)), ne différera alors de (q) que par les 
coefficients, fonctions de æ, y, ..., f, ..., qui figurent dans le second 
membre. A chaque équation du système (@) on fera correspondre 
de même une équation telle que ((q)); on obtiendra finalement un sys- 
ième ((@.)), ne differant de (@.) que par les coefficients des seconds 
membres, et identiquement vérifié par la substitution aux inconnues des 
seconds membres de (39), c’est-à-dire de fonctions qui, elles et toutes 
leurs dérivées secondaires, prennent en xy, y, ..., des valeurs initiales 
nulles, tandis que leurs dérivées restantes y prennent toutes des valeurs 
initiales positives (V). Chacun des nouveaux coefficients s'obtient d’ail- 
leurs en faisant le produit de @(s) par quelque constante positive, et 


Hi 02(s) 
y ajoutant parfois le produit de = 3e0(s) Par quelque autre con- 


stante positive. La première de ces deux constantes, qui seule est im- 
portante à considérer, et que nous nommerons, pour abréger, carac- 
téristique du coefficient, dépend de e ou de y suivant que le coefficient 
où elle figure multiplie ou non quelque dérivée dominante, Son pro- 
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duit par O(s) est identique au coefficient de ((@.)) dont ils agit, ou 
Padmet pour majorante relativement aux valeurs æ,, yy, ...,0,..- 
ere uy NEA à 

Il importe de remarquer que, dans les seconds membres du sys- 
tème (@) que nous venons de former, les caractéristiques dépendant 
de € sont de degré zéro par rapport à l’ensemble des quantités 


(40) RU D 0 D nana 0", UP 


Effectivement, le poids d’une dérivée quelconque est, d’après notre 
définition, un produit de puissances, positives ou négatives, de ces 
quantités, et le degré de ce produit visiblement égal et de signe con- 
traire à la cote de la dérivée considérée; dès lors, les dérivées domi- 
nantes qui figurent dans une équation quelconque de ((@.)) ont pour 
poids respectifs des produits qui sont tous de degré — (I. +2), en 
sorte que, après réduction à l’unité du coefficient du premier membre, 
les caractéristiques dépendant de < sont de degré zéro par rapport à 
l’ensemble des quantités (40). 

Il est bon de remarquer aussi qu’en augmentant, s’il le faut, d’un 
même entier négatif convenablement die les cotes y’, y’, y” des 
fonctions inconnues (augmentation permise, comme nous l’avons fait 
remarquer au début du présent numéro), les poids ©, ... des diverses 
quantités f, .. . seront tous de degré supérieur à zéro par rapport à l’en- 
semble des quantités (ho). Effectivement, parmi les cotes des diverses 
quantités f, ..., la plus grande algébriquement est + 1, d’où ré- 
sulte que, parmi ces cotes changées de signe, la plus petite algébri- 
quement est — (T +1); il suffit donc que Von ait — (T + ae 0, ou 
rT <—t. C’est ce que nous supposerons désormais. 


VII. Si, dans les seconds membres de (@), les modules initiaux des 
coefficients des dérivées dominantes satisfont à certaines inégalités, on 
peut attribuer, d'une part à la constante & (moindre que +), d'autre 
part aux quantités (ho), des valeurs telles que, dans le système ((@)), 
les caractéristiques dépendant de € soient respectivement supérieures aux 
modules initiaux dont il s’agit. 


Il est tout d’abord évident que, si ces modules initiaux sont sufti- 
samment petits, on pourra faire en sorte que les caractéristiques 
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dépendant de ¢ leur soient respectivement supérieures : il suffit, en 
effet, pour que cette tee se réalise, d'attribuer à ¢ une valeur 
quelconque moindre que 3, aux quantités (40) des valeurs positives 
quelconques, et d’assujettir ensuite les modules initiaux dont nous 
parlons & étre respectivement inférieurs aux valeurs ainsi UE ee 
pour les caractéristiques dépendant de «. 

Plus généralement, écrivons que les caractéristiques dépendant 
de € sont respectivement supérieures aux modules initiaux, et que € 
est inférieur à +, et formons un ensemble de conditions suffisantes 
pour que ces inégalités puissent être vérifiées par un choix conve- 
nable des quantités (40) et de € : nous tomberons ainsi sur certaines 
inégalités subsistant entre les modules initiaux. 


VIII. Sv, par un choix convenable de la constante e (moindre que =) 
et des constantes (ko), on peut faire en sorte que, dans les seconds 
membres de ((@.)), les caractéristiques dépendant de e sotent respeclive- 
ment supérieures aux modules des valeurs numériques initiales que pren- 
nent, dans les seconds membres de (@.), les coefficients des dérivées domi- 
nantes, on peut, en laissant à. e sa valeur, multipliant les quantités (40) 
par un méme nombre convenablement choisi, et prenant pour yu. une va- 
leur convenablement choisie, faire en sorte que les coefficients des seconds 
membres de ((@.)) [nous voulons dire les coefficients des dérivées 
dominantes et les termes indépendants de ces dérivées | soient res- 
pectivement majorants pour les coefficients correspondants des seconds 


membres de (@.). 


Effectivement, supposons que, par un choix convenable de ¢ et des 
constantes (40), les caractéristiques dépendant de < dans les seconds 
membres de ((@.)) soient respectivement supérieures aux modules des 
valeurs numériques initiales que prennent, dans les seconds membres 
de (@), les coefficients des dérivées dominantes, et désignons par 
M, ... les caractéristiques dont il s’agit. D'autre part, soit r une 
constante positive satisfaisant à la double condition : 1° d’être 
inférieure à des rayons de convergence simultanés des coefficients 
des seconds membres de(@), quand on suppose ces coefficients déve- 
loppés à partir des valeurs initiales des quantités dont ils dépendent; 
2° d'être assez petite pour que, en remplaçant dans les développe- 


TN RS NU 
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ments des coefficients des dérivées dominantes les coefficients numé- 
riques par leurs modules et les accroissements par r, les sommes 
ainsi obtenues soient respectivement inférieures aux caractéristiques 
M, ... (la chose est évidemment possible, puisque, dans ces dévelop- 
pements, les termes constants ont des modules respectivement infé- 
rieurs aux constantes M, . ..). La constante r étant ainsi fixée, multi- 
plions les nombres (40) par une constante positive telle que les 
nouvelles valeurs de &, n, ...,o,... soient toutes supérieures à = [ce qui 
est possible, puisque &, n, ..., 9, ... ont des degrés positifs par rap- 
port à l’ensemble des quantités (40)], et remplaçons désormais les 
constantes (ho) par les produits ainsi obtenus : une pareille multiplica- 
tion ne change pas les valeurs des caractéristiques dépendant de «, 
parce que chacune de ces caractéristiques est de degré zéro par rap- 
port à l’ensemble des quantités (40), et, en conséquence, la double 
condition à laquelle nous avons assujetti r ne cesse pas d’être vérifiée. 
Soient alors w le poids maximum des premiers membres du sys- 
tème ((@)), et N une constante positive supérieure à toutes celles 
qu’on obtient lorsque, après avoir développé à partir des valeurs ini- 
tiales des quantités qui y figurent les termes indépendants des déri- 
vées dominantes dans les seconds membres de (@), on remplace 
dans ces développements les coefficients numériques par leurs mo- 
dules et les accroissements par r. Cela étant, si l’on prend u >No, 
toute caractéristique dépendant de uw, étant au moins égale à c, sera, 
par suite, supérieure à N. 

Dans ces conditions, on voit sans peine que les coefficients du sys- 
tème (@) admettent comme majorantes, par rapport aux valeurs +,, 
Yo. «++, 0, -.. des quantités æ, y, «.., f, .., les coefficients corres- 


pondants du système ((@)). 


IX. Considérons un système de g équations du premier degré à 
q inconnues, par exemple de trois équations du premier degré à trois 
inconnues, ayant la forme suivante : 


DAY tbs +c, 
(41) eee ee pe Ky 
3 =maetny+p. 
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Désignons en outre par A, B, ... des constantes positives ou nulles, 
supérieures ou égales aux modules des coefficients numériques a, 
b, ..., et supposons que le système | 


DR ES pts pe 
(42) {y= Bas + K, 
s=Me+Ny+P 


admette une solution (X, Y, Z), composée de nombres positifs ou 
nuls. Cela étant, le système (41) admet certainement quelque solution 
(x, y’, 5), satisfaisant aux relations 


r 
0 


moda’ =X, mody’ <Y, mod z! £Z 


Considérons, en effet, les équations (42), et calculons pour æ, y, 3 
des systèmes de valeurs successifs, 


(Xo, Yos Lo), (X;, Y 2), (Xa, Ye 22), ge Ve 


de la façon suivante : 


= Ce 
Yo K, 
“iy C= ih 
X, =AY, + BZ, +C, 
Y, =EX, + FZ, +K, 
Z, =MX, +NY, +P; 
(43) X, =AY, + BZ, +6, 


Y) SEX re ee 
Z, —MX,+NY,+P; 


NE I és AN + RZ? + Cie 
Yu EX, + FZ, + K, 
Lyris. = MX,+NY,+P; 


Je dis d'abord que les valeurs positives variables X,, Y,, Z, tendent 
3 ” i . . rl > r . . 
sans jamais décroitre, vers des limites, X', Y’, Z’, satisfaisant aux rela- 
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tions 
(44) NX EN 07 7. 


Observons, en effet, que si l’on a, entre des valeurs positives, les 
relations 
NT < NT NT s NES Zi s Lie 


on a forcément aussi, puisque les coefficients A, B,... sont tous 
positifs, 
AY" + BZ" + CS AY” + BZ" + C, 
BX Se FY) K SEX” FZ" 2K, 
MX?=-NY"== P<MX"4- NY" P. 
Or, on a évidemment (puisque X, = C, Y, = K, Z, =P) 
OSX, SVs, 0S 
et, d’autre part, à cause des relations 
X—AY+BZ+C, 
Y =EX+FZ+K, 
Z=MX+NY+P 
et de la nature positive de toutes les quantités qui y figurent, 
Me OSX, ES 22P=2;; 
d’où 
o£ X,£X, OPV Gen). SIA 
il en résulte, à cause de notre remarque, 
C£AY, + BZ,+ G£AY + BZ+C, 


c’est-à-dire 
Xp copy 
et de méme 


MS Y,<Y, 
Lo = <4. 
Une nouvelle application de la remarque donnera 
AY oie CAVE BL LCSAY + BZ + C; 


c’est-à-dire 
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et de même 


Ce raisonnement peut être continué indéfiniment, et l’on a dès lors, 


quel que soit 7, 
Xi Xp sey, 


Y, = Yes = Y, 
Zy <Dys4 22. 


Done X,, Y,, Z, tendent bien, sans jamais décroitre, vers des limites 


positives, X’, Y’, Z’, satisfaisant aux relations (44). 
D’après cela, la série formée avec les différences successives 


(X)— 0) + (X,— X,) + (X,— Xi) +... 4+(X,4,—X,) +... 
a ses termes tous positifs et une somme égale à X'; de même, les deux 
séries 

EVE 0) (Vi VE Ve ee ee 

(Zo — 0) + (Z, — Zy) + (Z; Peed fi) +... w+ (Zi: Cr L,) +. are 


ont leurs termes tous positifs et des sommes respectivement égales 
à Y’, Z’. Observons enfin qu’en vertu de (43) ces différences satisfont 
aux relations suivantes : 


Xo — O0 — bp 
Yo = A K; 
Le — 0 == Pp 


X, . —X y= A(Y)—0) + B(Z, — 0), 
¥, —Yo=E(X— 0) +F(Z: —0), 
Z, — Z,=M(X,— 0) + N(Y, — 0); 
(45) [oe —X,=A(Y,—Y,) + B(Z,—Z,), 
Y, —Y,=E(X,—X,) +F(Z,—Z,), 
Z, 2; =M(X,—X,) +N(Y,— Y,); 


RNA UV a Ve Bea 
\ Groen —Y, — E(X,— No) + F (Z, — 25), 
Tice Tp MR NT EN. 


RS Tnt eme ee en on dre idee tie She US ete ee Sele. pie F alate die ¢ 
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Considérons maintenant le système (41), et calculons pour a, y, = 
des systèmes de valeurs successifs, 


(Los d'os So)» (21, Vis mas (7a, V2» LR Er 


de la facon suivante : 


he eee = Ce 
Vo = k, 
Bee ee Ds 


“L,; =ayy + 04, +0, 
Wy et + fs, FA 


f= Uy Tey i 0's 


(46) Ca OY oe Oy Cc, 
J2 = ex, + fs, +h, 
Fe ee); 
FS ME DI Pa ONS NE Ger Ook : 


Ly yj CY. HU EC, 
Yrn—=eLr 2, +h, 
| Brent; ny, Hp; 


Aux équations (46) on peut évidemment substituer les suivantes 
Ly — OÙ— CG, 


| Yo A kt 


By —o —P; 


L, —Lo— a (Yo —0) + b(z —0), 

Yi —YoHe (%o—0) ie 9), 

By —S) —m(a,— 0) + A(Yo— 0); 
LES L LA (Yi— Yo) + OC — 2%), 
(47) 

ee a oe) hey 2ÿ); 


Bp y— Lp (Yr— Yr1) + OCs — 351), 
Veep OA ee ry) te fe er 1), 
Se Sy SN Ln Bag) RY — V1 )5 


RAA ee die nl sicei.e es se else Wire ellbi 0-5) 0 y01'¢ + + + + +15 Oo 5e 
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: nn: +? 
si l'on «compare, Chart | 


| ms Pont respectivement inférieurs ou a à 


“modte—0) yes 
mod(»,— 0) Ru, 
mod(z, — 0) =, = Oye 


mod(a,— D) eee ee 
mod(j1— Yo)£ Yi — Yo, 
mod(3,— Sp )SZ, — Zo, 


mod(2,— #,)£X:—X,, 
mod ( Y2— 71) £Y2—Y), | 
MEURT Ibs. —Z,, 


et, d’une manière générale, 


MOd(Lns— Lr)S Xrri— Xp 
MOd(Yr+1—Yr) E Ya Yes 
mod(4p41— 3>) SZ, —Z,. 


Il en résulte que les trois séries ayant pour termes les différences 
(L)— 0) + (21; — To) + Crear (Tr — Tr) +... 
(Yo 0) +(yi— Yo) + (ai) He (yen) + 
(% — 0) + (4, —<Zy) == (3: —3;) +. . + (3ry1 — 37) +. oe ~ 


sont absolument convergentes, et que leurs sommes 2’, y’, =’ vérifient 
les relations 

modz'£X’,  mody'£Y, mods set 
à plus forte raison les relations 


(48) moda’ =x, mody’=Y, mods'SZ; 


en d’autres termes, les variantes Lp» Yrs 37 Sont convergentes, et leurs 
limites +’, y’, s’ vérifient les relations (48). 
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Je dis enfin que les valeurs x’, y’, s' vérifient les relations (41). Si 
9 L A e » LE # 
l’on considère, en effet, parmi les groupes (40), le groupe général 


Lynn ay, +bz;,+e, 
Jr CL> +8 ain ks 


Spy = MX; NY y+ Py 
le passage à la limite pour r infini donne 


æ—=ay, +bz +c, 
SCA + fz! = KS 


s=mea'+ny'+ p, 
ce qui achève notre démonstration. 


X. Revenons aux systèmes (@.) et ((@)), et supposons que la con- 
stante € (moindre que +), les constantes (40) et la constante maient pu 
être déterminées de telle façon que les coefficients des seconds 
membres de ((@)) soient respectivement majorants pour les coeffi- 
cients des seconds membres de (@). Cela étant, je dis que Le sys- 
tême (@.) admet un groupe d'intégrales à determinations initiales iden- 
tiquement nulles. 

Observons tout d’abord que les valeurs initiales imposées dans le 
système (@.) aux inconnues et à leurs dérivées paramétriques de tous 
ordres sont nulles, tandis que les valeurs initiales prises par les inté- 
grales effectives dont nous avons constaté l’existence dans le sys- 
tème ((@)) et par leurs dérivées paramétriques sont positives ou 
nulles. Il suffit donc, pour établir le point que nous avons en vue, de 
prouver que si, dans les. relations de (@.) prolongé, on attribue d’une 
Parl ae y, =.. leurs_valeurs initiales +, y,....; d'autre part aux 
inconnues et a leurs dérivées paramétriques de tous ordres leurs va- 
leurs initiales toutes nulles, le systeme illimité résultant de cette sub- 
stitution admet, par rapport aux dérivées principales, une solution 
numérique composée de valeurs dont les modules sont inférieurs (ou 
égaux) aux valeurs initiales-positives prises par les dérivées princi- 
pales des intégrales effectives de ((@)). 
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Or, si l’on prend dans les systèmes 
(Q) prolongé, ((@)) prolongé 


deux relations correspondantes (c'est-à-dire ayant même premier 
membre), le second membre de la première est une somme de pro- 
duits pouvant contenir comme facteurs quatre sortes de quantités, 
savoir: certains entiers positifs; certains coefficients des seconds 
membres de (@); certaines dérivées partielles de ces coefficients; 
enfin, certaines dérivées, principales ou paramétriques, des fonctions | 
inconnues. Et le second membre de la deuxième est composé exacte- 
ment de la même façon avec les entiers positifs dont il-s'agit, les ma- 
jorantes des coefficients de (@.), les dérivées partielles de ces majo- 
rantes, et les dérivées principales ou paramétriques des fonctions 
inconnues. D'un autre côté, comme nous l'avons déjà dit, les valeurs 
initiales des dérivées paramétriques non secondaires des intégrales 
effectives de ((@.)) sont positives et supérieures aux modules de celles 
que possèdent les dérivées semblables des intégrales hypothétiques 
de (Q), et les dérivées secondaires ont de part et d'autre des valeurs 
initiales nulles. 
Cela étant, considérons, dans les systèmes 


(&) prolongé), ((@)) prolongé, 


les deux groupes respectifs de cote F + 2, et, dans ces derniers, rem- 
placons par les valeurs initiales qui leur conviennent respectivement 
de part et d'autre les variables, les inconnues et leurs dérivées pare- 
métriques : chacun des groupes résultants, composé d'équations en 
nombre précisément égal à celui des dérivées principales de cote +», 
aura pour premiers membres les dérivées principales dont il s'agit, et 
pour seconds membres des fonctions linéaires de ces dérivées (aucun 
des premiers membres ne figurant dans le second membre correspon- 
dant); si l'on compare d’ailleurs les coefficients de ces fonctions 
linéaires dans les deux groupes, on voit que, dans le second groupe, 
ces coefficients sont positifs et supérieurs aux modules des coefficients 
du premier groupe; enfin, il est clair que le second groupe admet une 
solution en nombres positifs [à savoir les valeurs initiales des déri- 
vées principales de cote F + 2 des intégrales effectives de ((@))]. Si 
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donc on applique le lemme de l'alinéa IX, on voit que le premier 
groupe admet, pour les dérivées principales de cote P+ 2 du sys- 
teme (@), une solution numérique constituée par des valeurs dont 
les modules sont respectivement inférieurs aux valeurs initiales (po- 
sitives) prises par les dérivées semblables des intégrales effectives 
de ((Q)). | | 

Considérons maintenant, dans les systèmes (@) prolongé et ((Q)) 
prolongé, les deux groupes de cote F +3, et, dans ces groupes res- 
pectifs, remplacons par les valeurs initiales voulues les variables, les 
inconnues, les dérivées paramétriques de toutes cotes, et les dérivées 
principales de cote F + 2. Chacun des groupes résultants, composé 
d'équations en nombre précisément égal à celui des dérivées princi- 
pales de cote F + 3, aura pour premiers membres les dérivées prinei- 
pales dont il s'agit, et pour seconds membres des fonctions linéaires 
de ces dérivées principales (aucun des premiers membres ne figurant 
dans le second membre correspondant); si l’on compare d’ailleurs les 
coefficients de ces fonctions linéaires dans les deux groupes, on voit, 
par tout ce qui précède, que, dans le second groupe, ces coefficients 
sont positifs et supérieurs aux modules des coefficients du premier 
groupe; enfin, il est clair que le second groupe admet une solution 
en nombres positifs [à savoir les valeurs initiales des dérivées princi- 
pales de cote F + 3 des intégrales effectives de ((@))]. Si donc on ap- 
plique le lemme de l'alinéa IX, on voit que le premier groupe admet, 
pour les dérivées principales de cote + 3, une solution numérique 
constituée par des valeurs dont les modules sont respectivement infé- 
rieurs aux valeurs initiales (positives) prises par les dérivées sem- 
blables des intégrales effectives de ((@.)). 

Et ainsi de suite indéfiniment. 

En rapprochant la conelusion du présent alinéa X de celle que nous 
avons formulée à l'alinéa VIL, on tombe sur la suivante : 


Si, aux intégrales hypothétiques de (@.), on impose des déterminations 
initiales identiquement nulles, et si, par un choix convenable de la con- 
stante ¢ (moundre que +) et des constantes (40), on peut faire en sorte 
que, dans les seconds membres de ((@)), les caractéristiques dependant 
de e sortent respectivement supérieures aux modules des valeurs numériques 


à 
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initiales que prennent, dans le système (Q.), les coefficients des derivees 
dominantes, il existe certainement, dans le système (@), quelque 
groupe d'intégrales effectives répondant aux conditions initiales im- 


posees. 


XI. Revenons maintenant au systeme Q. De tout ce qui précède 
(voir I, I, HI, VI, X) résulte la conséquence suivante : 


Pour qu'il existe dans le système Q quelque groupe d'intégrales repon- 
dant a des conditions initiales données, il suffit que certaines fonctions 
des variables indépendantes, des inconnues et de quelques-unes de leurs 
dérivées paramétriques présentent, pour les valeurs numériques initiales 
de leurs arguments, des modules satisfaisant à certaines inégalités. 


Notre démonstration même indique comment ces inégalités doivent 
être formées. 

On commence par fixer, dans le système Q, l’économie des condi- 
tions initiales, en ayant soin de les mettre sous la forme spécifiée au 
n° 6; puis, désignant par F la cote maxima des premiers membres de 
ces conditions initiales et par y la cote minima des premiers membres 
de Q, on construit un autre système différentiel suivant le mécanisme 
décrit à l'alinéa I du présent n° 16, et l’on forme, comme il a été dit 
à cette occasion, un système d’inégalités suffisantes : 1° pour que les 
groupes 

SSI Syma. eee” SA 


soient résolubles par rapport aux dérivées principales de cotes 
¥, Ya, ANRT ETS 


2° pour que le système du premier ordre XY, déduit de SA l’aide du 
mécanisme décrit au n° il, puisse, par un simple changement linéaire 
et homogène des variables indépendantes, être transformé en un sys- 
tème régulier du premier ordre dont les colonnes contiennent respec- 
tivement les mémes nombres d’équations que les colonnes correspon- 
dantes de X. 

Cela fait, on considère les deux systèmes ci-dessus désignés par (@.) 
et ((@.)); dans l'un et l’autre de ces deux systèmes, on ne conserve que 
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la partie linéaire et homogéne par rapport aux dérivées dominantes, 
et l’on suppose dans (@) les coefficients de ces dérivées remplacés par 
leurs valeurs initiales, qui sont respectivement les mémes que 
dans (Q) [III]. Désignant ensuite par 4 le nombre des catégories en 
lesquelles se partagent les inconnues suivant la valeur de leur cote, et 
augmentant, s’il le faut, d’un même entier négatif les cotes de toutes 
les inconnues, afin que les poids de ces inconnues et de leurs dérivées 
secondaires, définis à l'alinéa VI, soient tous de degré supérieur à zéro 
par rapport à l’ensemble des quantités (40), on écrit, d'une part, que 


. I 
la constante ¢ est moindre que 7 d'autre part, que, dans les seconds 


membres de (@), les coefficients des dérivées dominantes ont des: 
modules initiaux respectivement inférieurs aux caractéristiques des 
coefficients correspondants du système ((@)); on forme enfin un en- 
semble de conditions suffisantes pour que les relations ainsi écrites 
puissent être vérifiées par un choix convenable de & et des quan- 
tités (4o). Si les inégalités résultantes, jointes à celles qu'on avait pri- 
mitivement obtenues, sont satisfaites par les valeurs numériques ini- 
tiales des quantités qui y figurent, il existe certainement quelque 
groupe d’intégrales effectives répondant aux conditions initiales im- 
posées. 


XII. Les intégrales dont nous avons, sous le benefice de certaines ine- 
galites, constaté l'existence dans le système Q (XI), sont nécessairement 
uniques, ce qui achève notre démonstration. 


Nous formulerons tout d’abord le lemme suivant, suffisamment 
élémentaire pour que nous nous dispensions d’en donner la démons- 


tration: 
Étant donné le système des n équations linéaires 


M dt din Ane envi st + 2 = 0, 


bit + bX, Poieeze ts On Lp Oni Casi: ete D 0, 


Eine nee cltetsi erat sie) elles se 6) 6, e; ei elivil esate + je) ve ie je 8 .¢ 


Lx, + bts +...+ Lyn AS la Ta de cal 0 


que l'on suppose réduit, st, pour toutes valeurs numériques attribuées 
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A Æyyys very Ce système admet quelque solution en 5}, Line EE 
déterminant d'ordre n formé avec les coefficients de ces dernieres inconnues 
est nécessairement différent de zéro, en sorte qu'à tout système de valeurs 
de Æyss, +. correspond, pour æ,, æ,, + +4, Ly, une solution unique. 


Observons maintenant que les conditions suffisantes indiquées a 
Valinéa XI pour l'existence de quelque groupe d'intégrales remplis- 
sant les conditions initiales imposées se rapportent uniquement aux 
valeurs initiales choisies pour les variables indépendantes, les fonc- 
tions inconnues, et leurs dérivées paramétriques de cote inférieure 
à P+ 2. Ce choix ayant été opéré de manière que les conditions 
dont il s'agit se trouvent satisfaites, si, désignant par Æ un entier 
positif déterminé (mais quelconque), on choisit pour les dérivées 
paramétriques de cotes 


Ps, TES see ee 


des valeurs initiales arbitraires, et pour les dérivées paramétriques 
de cote supérieure à F +1 + 4 des valeurs initiales toutes nulles, il 
existera certainement quelque groupe d’intégrales répondant à de 
pareilles conditions initiales. Cela posé, tout revient évidemment à 
prouver que, si l’on cherche à déterminer au moyen des systèmes 
successifs 


Q;, Q,+, elven e' a Orsi, Qr+s, Qris, eng Orsi+ks 


dont nous avons décrit la structure à lalinéal, des valeurs initiales 
correspondantes pour les dérivées principales de cotes 


PT sn sens Lis les, OURS PTE EX 


ces systèmes sont successivement résolubles (suivant l'algorithme de 
Cramer) par rapport aux dérivées principales dont il s’agit. 
Or, le fait a déjà été constaté à l'alinéa I pour les systèmes 


Qy, OQy+is Spree LIU 


Quant aux suivants, 


QT OO Pirate ts Qrsisks 
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vu 


chacun d’eux, comme nous l'avons encore constaté à l'alinéa I, est 
résoluble par rapport à quelque groupe de dérivées (principales ou 
paramétriques) de cote égale à son indice; chacun d’eux admet 
d’ailleurs, en vertu de PE XI, quelque solution où les dérivées 
paramétriques de même cote ont des valeurs initiales arbitraires : donc 
chacun d’eux, en vertu du lemme élémentaire formulé au début du 


présent alinéa, est résoluble par rapport aux dérivées principales de 
cote égale à son indice. 


17 Appliquons ces résultats à l'équation très simple 


fa) Oru =f(« oat du Ou d'u dru 
49 Oxdy — » Vy Uy dE Oy’ Ox?” ap 


qui remplit la double condition énoncée au début du n° 16, ainsi 
qu'on le voit en attribuant à x, y, u les cotes respectives 1, 1, c, 
où c désigne un entier positif ou négatif choisi comme on voudra. En 
écrivant la détermination initiale des intégrales hypothétiques sous la 
forme 

P+(y—m)p(y)+(x—2)#(x), 


et par suite les conditions initiales sous la forme correspondante 


VEN à pour LE — Lo— Y — Yr — 0, 
7 ACT) pour L— Ly— 0, 
Lae (a) your Y — Yo = 0 
Oa © I Fos Mega 


ces dernières ont bien la forme spécifiée au n° 6; Fa alors la 
valeur r+, et y la valeur 2 +c. Cela étant, si l'on désigne par A 
et B les dérivées HAS du second membre de (49) par rapport 
SO OU 
À 9x * Oy? 
initiales de A et B, le Aue S se réduit ici à l'équation 


A, et B, les valeurs numériques 


DU du du 
(50) 020Y Dre Ox? ea Oy?’ 
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la suite des groupes 
Sy, Sy+1 1 2 IDD 


à un groupe unique composé de cette même équation (50), et le sys- 
teme du premier ordre La 


Dion. % uy Nous du 
re 32 = Ao > + Bo Oy” 
Le i) ie du!, mat du’, B Ouy 

gr Gy Port Pray 


L’équation (50) ax trouve d'elle-même résolue par rapport à la 
dérivée principale es i. ———, la seule ayant pour cote [ +1. Sur le sys- 


tème du premier ordre (51), impliquant les inconnues u, u,, u,, effec- 
tuons la transformation linéaire et homogène 


æ'=ax+f6By, 
y' —d2 + by, 


où les constantes a, 8, à, 9 sont provisoirement indéterminées. Si le 
6 
; 7] 


Ou ‘ 
oe udu système (51), ne contenant dans leurs seconds membres 


aucune dérivée, Se après la transformation, un système réso- 


LA 


RS ‘ ; : ‘ou 
déterminant est différent de zéro, les deux équations Je — Us 
pe , 


du 
luble par rapport à > =) aye et ce ‘lernier, apres la résolution, ne 


contiendra non plus aucune dérivée dans ses seconds membres. Exa- 
minons alors le systeme formé par les deux équations restantes du 
. système (51), opérons-y le changement de variables, et calculons le 
déterminant différentiel du systeme résultant par rapport aux deux 


oe OU ee Ff . 
dérivées on ee, ; ce déterminant a pour valeur 
a — B,f — Aya 
= a8 — À,a?— 2 
= 8,6) BE Avail NS 


polynome entier en a, 6 dont les coefficients ne sont pas tous nuls, 
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puisque l’un d’eux est égal à 1; on peut done choisir pour a, B, à, 0 
des valeurs qui laissent différents de zéro, et le polynome dont il 
s’agit, et le déterminant de la transformation. 

Prenons maintenant, dans le systeme (49) prolongé, les équations 
de cote + 2, c’est-à-dire de cote 3 +c, c’est-à-dire enfin d’ordre 3, 
et du système (Q) ainsi obtenu déduisons le système (@), en nous 
bornant dans ce dernier aux termes qui contiennent des dérivées 
d’ordre 3, et en remplaçant les coefficients de ces dérivées par leurs 
valeurs initiales, qui sont respectivement les mémes que dans (Q); 
il vient ainsi: 


du + du B d'u 
as Oxtdy — 0m + Onde tt” 
du 255 du du 


| Ox Oy? Ox Oy a Hi 

Le nombre 2 des catégories d’inconnues est ici égal à 1; on peut 
d’ailleurs supposer la cote c de l’inconnue x choisie de telle façon 
qu’en désignant par &, n, uv‘, comme il a été vu à l'alinéa VI du 
n° 16, les poids respectifs de a, y, un, les poids 


U -C U € y Ce v € U GC 
Em 2 
é n eS En ne 


Owe OUNT'n LL Du. Du 

0x dy’ 0x? dxdy’ dy? 
soient de degré supérieur à zéro par rapport à l’ensemble des trois 
quantités &, n, v (il suffit pour cela de supposer c = — 3). Cela étant, 
désignons par s la somme des produits obtenus en multipliant x — x, 
par &, y — y, par n, et l’inconnue u avec ses dérivées secondaires par 


de Vinconnue «u et de ses dérivées secondaires 


, et formons le 


leurs poids respectifs; posons en outre O(s) = 


Tex 
système 
ve din SE du € ur? du 
a nr sen aay 
URE GO is Oe du San du 
pian cee ae oy) 
Ey? Oxrdy? 2 By) on ne 2 n° GE 3 Le 
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39 
Ce dernier devient, après réduction à l'unité des coefficients des 


premiers membres, 


du en Ou e Ë du 
Sey es ee Pine, ear’ DE 0 3 Le ds.) 
TEA TRE" LAN dé ‘an (5) dx OY 

d'u Een du e¢ du 
——— =F - 28(5)— +... 
Dany: ue il 02°07. EE (3) oy 


et en comparant le système ((@.)) ainsi formé au système (@) ou (52), 
nous avons a écrire les inégalités 


Een e Ë 
ROUTES = u > modAg, - => modB,, 
2 2 
dont l’ensemble équivaut à 
ee > mod A, n € 
. J ee _ eme | 
(23 og. € = £ 2 modB, 


Pour que les deux dernières des inégalités (53) soient compatibles, 
il faut et il suffit que l’on ait 


2 


> ea 
(54) modA,modB,< > » 
4 
ce qui entraine, à cause de € <1, la condition nécessaire 
à I 
(55) mod A ymodBy,< 33 


réciproquement d'ailleurs, si l'inégalité (55) est satisfaite, on pourra 
trouver pour € une valeur positive et plus petite que 1, vérifiant (54), 
. 1 . FC . , @ ole TA 
puis pour = une valeur positive vérifiant la double inégalité qui figure 
dans (53). La condition nécessaire et suffisante pour que les rela- 


tions (53) soient compatibles est donc 


mod (A) By) <4. 


aux Ae partielles (49) 
reponcdant à a des Re cg ini- 


oe ay | 
Dp. Gi Ci a respectivement, que le 
Hal ABs soit ee a 


1 


a 
4 
= 
= 
* 
£ 
# 
É 
r- 
) 

. 


RECHERCHES SUR L’ELASTICITE. 


Par M. P. DUHEM. 


DEUXIÈME PARTIE. 


LES MILIEUX VITREUX PEU DÉFORMÉS. 


CHAPITRE I. 


ÉQUILIBRE ET MOUVEMENT D'UN MILIEU VITREUX FAIBLEMENT ECARTE 
DE L'ÉTAT INITIAL. 


I. — Équilibre d'un milieu vitreux faiblement écarté de l'état initial. 


Les considérations développées dans la première Partie de ces 
Recherches nous montrent de quelle manière on peut logiquement 
mettre en équations les problèmes relatifs à l'équilibre et au mouve- 
ment d’un milieu vitreux. Mais cette mise en équations, fort compli- 
quée d’ailleurs, est plutôt figurée qu’effective. A chaque instant, nous 
avons fait figurer dans nos équations des quantités telles que o,, o,, ¢, 
ou que les X;, 3;, %;3 or, pour obtenir effectivement les expressions 
de ces quantités en fonctions de E, n, ¢ et de leurs dérivées par rapport 
aa, b,c, il faudrait au préalable résoudre l’équation (10) de la pre- 
mière Partie, qui est une équation complete du troisième degré par 
rapport à la variable S. 
= C’est donc seulement dans certains cas particuliers où l’on aura, 
par des hypothèses convenables, grandement simplifié le problème, 
que l’on pourra parvenir à une mise en équations effective de ce pro- 


blème. 
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Nous allons aborder, en cette seconde Partie, un cas particulière- 
ment simple que nous définirons de la manière suivante : 

1° Les actions, tant intérieures qu’extérieures, sont newtoniennes ; 

2° Les quantités E,n, Cet leurs dérivées partielles de tous les ordres 
par rapport à 4, a, b, c sont assez petites, en tout point, pour que l’on 
puisse, dans les calculs, les traiter comme des infiniment petits du 


premier ordre. 
Dans ces conditions, les égalités (8) de la première Partie deviennent 


_ 2 _ dr Rec 
a) [az Ob. ee 
I 
| 2e OPUS pa OPTS Oe dé an 
HET Ma deli 2A sy dba. ae 


dé On 714 
2 —1—S RES PP oe aes Se 
(2) po ie da 0b de” 


Les égalités (27) et (28) de la première Partie ou bien encore les éga- 
lités (30) de la méme Partie donnent 


0 dë . 0 à a 6 
| met | AE a Oe == Do ap Des D — LT 
9 don . 00 
a 26,= “aa 
(3 
See te oy Ce 
FE TR NE 
NO ee 
\ ISTHE MAES nt oc 


Dans le développement de la fonction ® suivant les puissances crois- 
santes de €,, €, €3, Yis Yo. Ya» arrétons-nous aux termes du second 
degré par rapport à ces variables. La fonction ®, devant dépendre 
exclusivement de Tet de J,, J,, J,, devra être indépendante de J,, du 
premier degré en J, et du second degré en J,, sans contenir le pro- 
duit J,J,; nous aurons done 

P= 90(T) + QT) Ji + o2(T) S$ + 94 (T) Jy 


Le de) ee vin us Lo bé ee 
‘ ait PET | 
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ou, selon les égalités (19) de la première Partie, 


(4) ®=9,(T) ats Di(T)(E + E + £3) ou) Pa (T)(E: + &5 + 63 } 
+ os (T)(ese + ess ee) — 94 (T) (73+ 73+ 72): 
Posant 
(5) ( 2poL9:(T)+ 29,(T)]= ACT), 


| 2p92(T)=—M(T), 
nous pourrons écrire 


(6) PoP = 09%0(T) + 0991(T) (84+ Es + Es) +4 A(T) (ei + €2-+ €3)? 
+ $M(T) (2e}-+ 263 + 265 + yi + y3-+ vi). 
Les égalités (45) de la première Partie deviennent alors 
Po à =— 099,(T) — A(T) (e,+ 2+ €3) —2M(T)e,, 
Po €2 =— 29 9,(T) — A(T) (es + 2+ €3) —2M(T)e,, 
Po (p= —— Op ol) ACT (8, eg Es) —2M(T)e;, 
Pogi=—M(T)}:, 
Poga= — M(T) y, 
Pogs—— M(T) 7s. 


Les égalités (61) et (62) de la premiere Partie donnent sans peine 


{ N>— Poe, Ny= Pots, N:— pots 
Tr Po 81» APE Pokies T= po£2 


ou bien, en vertu des égalités (7) et (1), 


nl run 0 on 14 La dË 
| Ne=—po9i(T) A(T) (5 oe + SE) MT) SE 
r On , dË on 
NAT) Pres a) - 2M(T) St, 


to One" 0€ UT 
N:——p0 CT) ACT) (5 S44 4S) MD: 


| 5S 


Ann, Ee. Norm., (3), XXI. — SEPTEMBRE 1904. q 


P. DUHEM. 


ONz 05 7" O0N2 


378 

D’ailleurs, l’égalité générale 
ON, ON, 0æ | ONx OY 

da 0x da dy da 


dz Oa ia Ox 


donne la première des égalités 


I 
+ Ga 


OË ON, In 
) dy da 


aN, 05 
03 Oa 


ON, _ ON oT, _ OT; OT, OT, 
dx da’ dy Ob’ Oz de” 
OT: OT: ON; _ON,, Ts _ OTs 
(9) rem oy dy Ob’ d5- woe 
aTy dT, Ole _ Oz, ONE ON: 
Of ON 0 OP TD ds Ceuc 


Dès lors, les équations (70) de la première Partie, vérifiées en tout 
point d’un milieu en équilibre, peuvent s’écrire 


ONz OT: OT 
AS LT ie, me Qo(X;-+ Xe), 
OTs oN, ÔT- p 
(10) Fatt pee PU 
aT, OT; oT, cc Ms L 
dl Se ALAN 


Quant aux équations (71) de la première Partie, il est permis de les 
écrire en donnant aux quantités N;, T; les valeurs qu’elles prennent 
non pas en un point de la surface déformée, mais en un point de la 
surface primitive; on peut également regarder a, 8, comme les cosi- 
nus directeurs de la normale à la même surface. 

Les égalités (8) et (10), jointes aux équations (71) de la première 
Partie nous donnentalors les équations d’équilibre d’un milieu vitreux 
très peu écarté de l’état initial, ce dernier n'étant pas forcément un état 
d'équilibre sous l'action de forces nulles. Ces équations sont les équa- 
tions de Green et de Lamé, complétées comme l’a indiqué M. Poin- 
caré (!). 

Nous n’insisterons pas sur ces équations bien connues. 


(1) IL. Poncaré, Leçons sur la Theorie de l’Elasticité, p. 54; Paris, 1892. Lecons sur 
la théorie mathématique de la Lumière, p.31; Paris, 1889. | / 


ee ee sh eh de 


RECHERCHES SUR L’ELASTICITE. 379 


II. — Equations des petits mouvements d'un solide vitreux ('). 


Le travail virtuel des actions d’inertie ne change pas de forme 


lorsque l’on suppose que &, n, ¢ sont des quantités très petites; il con- 


tinue à être donné par l'égalité (72) de la première Partie; au con- 
traire l'expression du travail virtuel de la viscosité subit de grandes 
simplifications. 

L'expression de la fonction dissipative #, qui détermine l’expres- 
sion de ce travail virtuel, dépend : 

1° De l’état de déformation du système au point (a, y, 3) et à 
l'instant ¢; 

2° Des vitesses de déformation D’, D;, Dj, G', G;, G, qui déter- 
minent la variation que subit la déformation au point (x, y, =) entre 
les instants ¢ et (¢ + dt). 

La fonction dissipative est, d’après les égalités (73) et (74) de la 
première Partie, une forme quadratique de ces six dernières va- 
riables, les coefficients de cette forme dépendant de la déformation au 
point (a, y, z) et à l'instant ¢. | 

Si, sans changer les valeurs de D’, D;, D;, G', G;, G;, on supposait 
la déformation au point (a, y, =), à l’instant 4, infiniment peu diffé- 
rente de ce qu’elle esten réalité, il est clair que l’on altérerait # d’une 


quantité infiniment petite par rapport à elle-même. 


Or, dans le cas qui nous occupe en ce moment, le milieu à l'instant ¢ 
est infiniment peu déformé; nous pourrons donc, pour déterminer Ss, 
raisonner comme si l’état du milieu à l'instant ¢ était identique à l’état 
initial. 

Or, dans l’état initial non déformé, on peut regarder trois droites 
rectangulaires quelconques comme étant les trois axes de dilatation. 
Il nous est done loisible, dans la formule (74) de la premiere Partie, 
de regarder A’, Aj, Aj, I’, L,, 1, comme les vitesses de déformation 
rapportées à trois axes rectangulaires quelconques ; la valeur de # devra 
être indépendante du choix de ces axes. 


(1) Sur le mouvement des milieux vitreux, affectés de viscosité, et très peu déjormés 
(Comptes rendus, t. CXXXVI, p. 592, 9 mars 1903). 
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Or, la déformation infiniment petite dont 


ae Didt, Didt, Didt, Gidt, Gydt, Gide 


sont les composantes peut se ramener à trois dilatations D' dt, D, dt, 
D! dt suivant trois certains axes rectangulaires; rien ne nous empêche 
de supposer que ces axes sont ceux auxquels il faut rapporter la défor- 
mation (11) pour obtenir la déformation 


A'dt, Aldt, Adi, Tidt, Tdi, T;,d, 


cas auquel nous aurons 


/ ! A! ! ! 
A!—D!, A!—XD!, A;—®!, 
ny ! if 
Teee-os 1550, 1-0 


(12) 


Si nous posons alors 
a(0, 0,0) A(T), 


b(0, 0, 0) —a(o, 0, 0) = B(T), 
l'égalité (74) de la première Partie deviendra 


(13) Sf =A(T) (DB, + BL + D))?+ 2B(T) (9, 95+ 9591/4 DD.) 


D'autre part, on sait que D, D,, D; sont les trois racines de l'équa- 
tion [Recherches sur l’Hydrodynamique, 1'° série, première Partie, éga- 
lité (29)| 


DC ep 
G ies ed 0 
G! (FA D’, — D 


ou bien 


(14) B°—(D,+ D, +0;)22+(D,D;+ D; D, + D, D, —G?—G2—G2)9' 
— (DD; D! + 2G) G, G,— D’, G2 — D! @ 2 — D! G2) =o. 


L'égalité (13) devient alors 


(15) #=> A(T)(D{+D,+D,) 
+ B(T)(D, DS + Di Di + Di Dt, — G’?— G2 — G2) 
2 a a 


FN 


en sorte que les égalités (18) deviennent 


Dr dd dd. dE 
ES No db a) 2) 9e 9a° 
DT me One COG. 00 
a Nv eree a ARE 
Pe eon ON ecm, OS 
=U T)S(S na) ap(T) a 
19 ; i 
OT ON) 5 
=D (52 Se Se) 
5, WO 0 08 
Ty = w(t) (SE + SE) 
06 
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ou, en posant 
ae 2A(T)+B(T)=2(T), 
(17) =D (0) + bi+ Diy 
+ p(T)( De + DY + DP + 2G? + 2G3 + 2G}). 
Des lors, on trouve sans peine qu’on l’on a 
| ve =—A(T)(D, + DL +D,)—2p(T) Di; 
vy =—K(T)(D, + D,+D,)—22(T) Di, 
(18) ee AT) (DD, D,)—22(T) D5, 
Tx —=— 2p(T)Gi, 
tye -2u(T)G,, 
: bee — 21) G,, 
avec | 
HO Dees MAMIE 
1~ 0a at’ Lee oct 
RO on Ut En Oe One te i On 
ead! ab ot = segist jade Tr et 


Enfin, les équations (82) de la première Partie, vraies pour tout 
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point du milieu, deviendront 


O(Ne+ Ve) , O(Ts +5) | O(Ty + Ty) (x x 53); 
a = Ar a Re —= #0 X;+ Xe 


AT: +7: ON, +%) | d(TS + te) Orn 
(ao | ee 
O(Ty + Ty) 0(T.+ Tz) O(N; + y) __ ( ’ r ~ 5). 

ig. 166 oy ee RE 

tandis que, selon les équations (81) de la première Partie, on devra 


avoir, en chaque point de la surface primitive, 


| (Nx + ve) %+(T;+73)8+(T,+ty) y= Po, 
(an) | (T; + t2)a+(Ny-+ vy) 6B +(Tz+t2)y=Py, 
(Ty + ty) %+(Tz+tz) B + (N: + v3) y = P: 


A ces égalités, il faudra joindre l'équation de continuité qui sera, 
selon les égalités (22) de la première Partie et (2) de la seconde 


Partie, 
MT Oem On ade 
pep =e (SE + “E+ 5) 


ou, en négligeant un infiniment petit du second ordre, 


A tse dee SdH. Oy 
(22) P — Po =— fo (E+ G+ Sh . 
III. — Quantité de chaleur dégagée dans une petite déformation 


d’un solide vitreux peu écarté de l’état initial. 


Les égalités (86) de la première Partie et (3) de la seconde Partie 
permettent d'écrire cette quantité de chaleur sous la forme 


5 x \ 008 3 
00n or) 


CG: DENT: 
000 . dd T:\ [O don 
( a oes + (moes+g) (Ge Se) 


Moses. 
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tandis que les égalités (85) de la première Partie et (1), (4) et (5) de 
la seconde Partie donnent 


~ Tf. do(T) , dA(T) (0k  dn at dM(T) dë 
| pots ale dt at loa dv x 
PDP hig cent) (ob fon at dM(T) dn 
i 5 |? a) dT (E+9+5) ery up 
Bel ag) GACT) Es. on | dM(T) o¢ 
ne Lim ral igs CL (+ D +S) +2 av =|; 
2 
: __ TdM(T)/ôn , of 
eae beed os 0e) 
_ TaM(T)/®& of 
non JMS à) 
à T dM(T)jO — dn 
oer dT (+5) 


Si l’on veut exprimer la quantité de chaleur dégagée dans une mo- 
dification réelle ou virtuelle, on voit que l’infiniment petit principal 
de cette quantité se réduit à 


4 T do(T) (O8 . dan JE 


Les trois quantités o,, ,, 5, sont sensiblement égales entre elles et 
égales à 1; on a donc 


K(T, oj, o2,) =A(T, o2, 63, 1) = K(T, gs; ds 2) =k(T). 
Si l’on observe en outre que l'on a 


e+ NH Vis, 
ot bi toi 1, 
D 1 + Joke + F343 — 0, 
CR ag 0, 4-500, 0, 
Ny Fy Ng Jy + N3d 3 = O0, 
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on voit que les égalités (go) de la premiere Partie deviennent 
Ki= Ky SKIS hd 
Cee Ces Coens 
+e À DT TITRE eee 
On a, d’ailleurs, en supposant que > 57» 5 soient infiniment 
petits comme &, n, €, et en se bornant aux infiniment petits princi- 
paux, 
PT gn ote oles 
0x Oa’ dy ab’ 05 oe 


et l'égalité (93) de la premiere Partie prend la forme 


37 2 2 
(26) dQ = HD (GS ee OF) ds dt. 


La comparaison des égalités (25) et (26) donne la relation supplé- 
mentaire 


OT Tdo(T) 0 (a 07 a | (OT. AT AT 
(07) Poe G5 — Poe GT (SE + 9 + oe) = AD (Sr + hs et 


IV. — Problème de M. 0.-E. Meyer. 


Nous allons simplifier encore le problème qui nous occupe au 
moyen des hypothèses suivantes : 

1° Les actions auxquelles le milieu est soumis sont purement 
superficielles, en sorte que l’on a, en tout point, 


(28) X;+ X,=0, Y,;+ Y;=0, Li+ Le = 0; 


- oO , as haw «J 

2° La température est uniforme et constante pendant toute la durée 
du mouvement, en sorte qu'il est inutile de la faire figurer dans les 
équations et que l’on a, en outre, | 


(29) D (T)= const. 


Dans ces conditions, les équations des peti 
ditions, les équations des petits mouvements d’un 


A) Lie 22 
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solide vitreux deviennent, en vertu des égalités (8), (19) et (20), 


0 dE 0 0 
(A+ M) = (++) eae 
Oe Ones Oni OC DIR Ore 
Bee daa (Je + 96 to) + hg AE Taree 
0 DE 0 0 
(A -+M) a, (SE + 99 + SE) + Man 
(30) | 
0? dË On 0c GT 24 
++ p) aoa (os + 9e + 5e) + 8 ar Lo Je == 0, 
0 dë 0 0 
(A+M) = ete eae 
@ fat an. 0 9 CR 
Si l’on faisait, dans ces égalités, 
(31) A=M, EAU 


on retrouverait les équations que M. O.-E. Meyer (') a obtenues au 
moyen de considérations moléculaires. 

Ces équations sont du type auquel s'applique le théorème de 
Clebsch généralisé (?); la formation de leur intégrale générale se 
ramène à la formation de l'intégrale générale de l’éguation aux 
dilatations et de l’intégrale générale de l’éguation aux rotations. 

L’équation aux dilatations est 


(32) D ore MA on =o 
F Ot : ° Ot 
L’equation aux rotations est 
0 076) 
aay Ao) =- M Aw —— Po de Zz O4 


(1) O.-E. Meyer, Zur Theorie der inneren Reibung ( Borchardt’s Journal für die 
reine und angewandte Mathematik, Bd. LXXVIII, 1874, p. 130). 
(2) Sur la généralisation d’un théorème de Clebsch (Journal de Mathématiques pures 
et appliquées, 5° série, t. VI, 1900, p. 213). 
Ann. Ec. Norm., (3), XXI. — SEFTEMBRE 1904. 49 
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La stabilité de l'état d'équilibre pris pour état initial équivaut, 
comme l’on sait (Voir plus loin, Chapitre IT), aux conditions 


3A 4+-2M>0, 


M>o, 


partant 


A +2M>o, 


tandis que les conditions de signe imposées à la fonction dissipative 
équivalent aux inégalités [ Recherches sur l’Hydrolynamique, 1"° serie, 
Ire Partie, inégalités (37), (28) et 39)] 


3A + 2uU>0, 
| > o, 
(35 4 


| parlant 


Ài+ou>o. 
Les deux équations (32) et (33) sont donc toutes deux du type 


d “gry 
où l’on a 

Tr à OV  dV 

- da? Ob oe. dc? 


et où A, B, C sont trois quantités positives. 

Nous avons à plusieurs reprises attiré l'attention sur cette équa- 
tion ('), qui Joue un rôle essentiel dans diverses questions de Phy- 
sique mathématique. 

Soit Ë une surface tracée dans l’espace des a, b, c; peut-elle être, 
pour la fonction V, une onde du troisième ordre ? 

a enrfaco ¥ à lagnañ - pao} > A 

La surface Z partage espace en deux régions, que nous désigne- 

rons par 1 et 2. Si nous menons à la surface © une demi-normale 


(1) Sur la théorie électrodynamique de Helmholtz et la théorie électromagnétique de la 
lumiére ( Archives néerlandaises des Sciences exactes e elles, séri J 
era. (Aro ( e ces era tes et naturelles, série IM, t. V, 1901, 

p. 227). — Recherches sur l'Hydrod) namique, 1" série, 2° Partie, équation (106) 


RECHERCHES SUR L'ÉLASTICITÉ. 387 
dirigée du côté 2 au côté 1, nous désignerons par a, B, y ses cosinus 
eae 

Du cote 1, la fonction V a une détermination analytique V, que l'on 
pourrait également prolonger du côté 2; mais, de ce côté, V a une 
autre détermination analytique V, ; U = V, — V, est une fonction ana- 
lytique, définie en tout point du côté 2, et y vérifiant l’équation 


ï 0 ŒU 
9 e AU QUE 
Comme l’on a, en tout point de la surface 4, AU = 0, De es l’équa- 


tion (36 bis) montre que l’on y a aussi 


d 
(37) ; 9, AU =o. 


Soit 3% la vitesse de propagation de l’onde &, dirigée du côté 2 au 
côté 1; selon les lemmes de M. Hadamard | voir nos Recherches sur 
l’Hydrodynamique, 1" série, 2° Partie, égalités (115)] il existe, en 
tout point de la surface Ë, une grandeur © telle que l’on ait 


9 ŒU + _ 
(38) Gaegaroeran = (arb Oo —(p+g+r+s=8). 


Cette égalité, jointe à Pidentité 

Ce Cet RE 
transforme l’égalité (37) en 
(39) JO 0. 


Si l’on n'a pas X == 0, cette égalité donne © = 0; ce résultat, reporté 
dans l'égalité (38), montre que toutes les dérivées partielles du troi- 
sième ordre de U sont nulles sur la surface &. La surface Y est alors, 
pour la fonction U, une onde d’ordre supérieur à 5. 

Si l’on ax — 0, l'égalité (38) est identiquement vérifiée; la relation 
(37) nous enseigne que toutes les dérivées parüelles de la fonction U 
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s’annulent sur la surface Ÿ, sauf les dérivées 


ŒU 


dar db1dc" FR ES) 


Ainsi, les seules ondes du troisième ordre que puisse admettre une inté- 
grale N de l'équation (36) sont des ondes immobiles au travers desquelles 
toutes les dérivées du troisième ordre de N varient d'une manière continue, 
sauf celles qui ne résultent d'aucune différentiation par rapport at. 


Toute intégrale de l’équation (36) vérifie aussi les équations que 
l’on en déduit par des différentiations successives. Dès lors, on peut 
étendre le théorème précédent en lui donnant la forme que voici : 


Les seules ondes d'ordre n (n23) que puisse admettre une intégrale V 
de l'équation (36) sont des ondes immobiles au travers desquelles les 
seu/es dérivées d'ordre n de la fonction V qui soient discontinues sont celles 
qui s obtiennent sans aucune dérivation par rapport à t. 


Selon le théorème de Clebsch généralisé, toute intégrale des équa- 
tions (30) peut se mettre sous la forme 


E — 00 ae 0Q = ak 

$ — 0a dc db? 

00 oR oP 

h, ” TT — SS 
(40) eg Pin = da ab’ 
= 06> .6P 0Q 

FRE abo dat 


© étant une intégrale de l’équation (32) et P, Q, R trois intégrales de 
l'équation (33), liées entre elles par la relation 

9P 9Q aR 

41 — — — = 0. 
AE fa Ob. dE ae 

Il est clair que pour qu’une surface E soit onde d’ordre » pour les 

> . Ne 4 . 2 re 
fonctions 5, n, ¢, il faut qu’elle soit onde d'ordre (x + 1) pour l’une 
au moins des fonctions 0, P, Q, R et d'ordre égal ou supérieur 
à (2 -+ 1) pour les autres. D’où la conclusion suivante : 


Une surface X ne peut être onde d'ordre n(n22) par rapport aux 
/ . ‘0 4 . . . = 
fonctions ¢, n, ©, que si elle est immobile dans | ‘espace des a, b, c. 
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’ “ wel 3 pi 
D'ailleurs, d’après ce que nous avons vu, une onde d’ordre 
n(n=3) par rapport à l’une des fonctions 6, P, Q, R est aussi d’ordre 


2) 1 = Ao | : ig 3 © ArIvA CE : 00 oP 
u moins egal a z par rapport à sa dérivée par rapport à ¢: Wo) RY 

SACS 

ie GY. 


D'autre part, les égalités (40) nous donnent 


__dË 80  d4Q @R 


dr Badr.” ocdi us gbot 
dn 80 AR oP 
>= A D ou rele 
pee ee Or oP 00. 
\ dt dcot dbdt dadt 


u 


Nous voyons alors que toute onde d’ordre n (nz 2) pour les fonctions 
E,y, Cest, en général, onde d'ordre n pour les composantes u, v, w de 
la vitesse. 

En revanche, elle est, en generat, onde d’ordre (n — 1) pour les déri- 
vées partielles de €, n, €, par rapport a a, b, c, partant, selon les 
égalités (8), pour les quantités N,, N,, Nz, Tz, T,, T.. 


En résumé, sz l’on considere les petits mouvements d’un milieu vitreux, 
affecté de viscosité, très peu écarté de l’état initial et soumis aux condi- 
tions imaginées par M. O.-E. Meyer, ces petits mouvements peuvent pré- 
senter des ondes. Ces ondes, d'ordre n (n2 2) pour les composantes u, ¢, 
w de la vitesse, sont en général d'ordre (n — 1) pour les quantités N,, T;. 
Pendant toute la durée du mouvement, elles séparent les mêmes masses 


matérielles. 


— $00 = 
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CHAPITRE IE 


DE LA PROPAGATION DES ONDES DANS LES MILIEUX VITREUX 
TRÈS PEU DÉFORMÉS (1). 


I. — Des ondes du second ordre en uv, v, «, dans un milieu vitreux très 
peu écarté de l’état initial, animé de mouvements très petits et conduc- 
teur de la chaleur. 


Le théorème précédent est soumis à certaines restrictions, celles-la 
mêmes qui définissent le problème de M. O.-E. Meyer. Nous allons le 
généraliser en nous servant, pour le démontrer, non plus des formules 
que renferme le paragraphe 4 du Chapitre I, mais des formules qui 
ont été données aux trois premiers paragraphes du même Chapitre. 

Considérons, dans l’espace des a, b, c, une surface fixe ou variable = 
qui soit onde d’ordre v pour £, n, €. Cette surface sépare l'espace en 
deux régions 1 et 2; la normale, menée de la région 1 à la région 2, 
fait avec les axes de coordonnées des angles /, m, n. 

Du côté 1 de la surface À, les fonctions £, 4, C admettent les déter- 
minations analytiques &,, n,, C,; du côté 2, elles admettent les déter- 
minations analytiques &, 1», C,. Posons 


(43) &— =F, Na— = G, C—G—=H. 


Toutes les dérivées partielles de F, G, H, par rapport a a, b, ¢, ¢, 
jusqu'à l’ordre (v— 1) inclusivement, s’annulent sur la surface 3. Il 
n’en est pas de même des dérivées d’ordre v. Selon les lemmes de 
M. Hadamard (Vow nos Recherches sur l’Hydrodynamique, 1"° série, 
2° Partie, Chapitre H, § 5), il existe un vecteur #, G, 3%, défini en 


(1) Sur es ondes au sein d'un milieu vitreux affecté de viscosité-et très peu déformé 
Comptes rendus, 1. CXXXVI, 23 mars 1903, p. 733). 
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chaque point de la surface 5, tel que l’on ait 


ae == i SIP INH 
dar obtac’ols — (— I} iP? min" Fs, 


Ov G sees 

da? obt actor — | 
ovH 

| Ja? obtdc ols 


(44) 


IG) LP mI n"G, (p+q-tr+s=y), 


=(— bw) Pmin'R, 


% étant la vitesse de propagation de l’onde dans l’espace des a, b, ¢. 
Supposons, tout d’abord, 


(49) M = 0. 


Dans ce cas, l’onde est immobile dans l’espace des a, b, c; dans l’es- 
pace des æ, y, s, elle sépare sans cesse les deux mêmes portions du 
milieu. 

Les égalités (44) nous montrent que les seules dérivées d’ordre v 
de F, G, H qui ne s’annulent pas sur la surface © sont celles qui n’im- 
pliquent aucune dérivation par rapport à &. Observons que 


(46) ne, p= =; vo, 
€ 


et nous parviendrons à la proposition suivante : 


St une onde 2 sépare constamment les deux mêmes portions du milieu et 
st elle est d'ordre y par rapport aux composantes E, n, 6 du déplacement, 
elle est au moins d'ordre v par rapport aux composantes u, v, W de la 
vitesse. 

Si, au contraire, l'onde Ÿ se propage au sein du milieu de telle sorte 
qu elle n’en sépare pas toujours les deux mêmes parties, et st celle onde 
est d'ordre v par rapport aux composantes €, n, © du déplacement, elle 
est d ordre (v — 1) par rapport aux composantes u, 9, de la vitesse. 


L’équation de continuité [1"° Partie, égalité (22)| 
oD) = po, 


jointe à l'expression de @ [1 Partie, égalité (4 dis) ], nous montre 
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que toute surface = qui est onde d'ordre v pour E, n, Ç est onde 
d'ordre (v — 1) pour ® et pour p. D'où la proposition suivante : 


Si une onde se propage dans le milieu de telle sorte qu'elle n'en sépare 
pas sans cesse les deux mêmes parties, cette onde est du même ordre pour 
la densité p et pour les composantes u, v, w de la vitesse; si, au contraire, 
elle sépare sans cesse les deux mêmes parties du milieu, son ordre pour 
les composantes u, 9, de la vitesse surpasse au moins d'une unité son 
ordre pour la densité p. 


Ces énoncés, entièrement généraux, ne supposent nullement qu'il 
s'agisse d’un milieu vitreux très peu écarté de son état initial. Il n’en 
est plus de même de ce qui va suivre. 

Selon l'égalité (27), qui peut s’écrire 


, OT T do,(T) (du de Ow 
(27 bis) COAT POR OF (++) 
’ (eT OP Pre. 
— (1) (Sa + Sie + Gor =o 


l’ordre de l’onde & sera, par rapport a T, supérieur au moins d’une 
unité à l’ordre de cette onde par rapport à u, ¢, w, pourvu que l’on 
suppose différent de o le coefficient de conductibilité k(T). 

Commençons par examiner quelles sont les ondes du second ordre par 
rapport à U, 9, Ww qui peuvent persister dans un milieu vitreux très peu 
écarté de l’état initial. 

Posons 


(47) U— u = U, Po— = V, w,— = W. 


Il existera, en chaque point de la surface X, un vecteur ©, ©, w tel 
que 


U 
Gab Obi Oe 0e en) MERS, 
orv 
(48) gore = (N'ES, (p+q+r+s=). 
ow 


dar db dc" ots — (— Ib)SlPmin’®, 


on nl 
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Moyennant ces égalités (48), et en observant que la surface = est 
au moins onde du troisième ordre pour la température T, les éga- 
lités (19) nous donnent 
O(Yx2— Yer) de d(Ts— Tu) | (Ty — Tyr) 


da dE > de 


=—(1+p) (10 +mV+n@)l—uO, 


O(Tz2 — Tu) ie O(Vy9— Vy1) L O(T22— Toi) 
(49) Oa Ob Je 


=—(A+p)(10+m0+2n@)m— p29, 


0 (Ty2— Ty1) me O( x2 — T1) - O(¥z2— V1) 
Oa a Ob oc 


=—(À+p) (10 + m0 + nŸ@ )n — uw. 


Les quantités 


Ore = Ou On A ov 02 ee Ow 
oF or OU Ob? 02 ot 


varient d’une manière continue en traversant la surface ¥. 

Si x est différent de o, l’onde considérée est du troisième ordre 
en &, n, C; si st est égal à o, elle peut être seulement du second ordre 
en &, n, C; dans un cas comme dans l’autre, les quantités 


X; + XA Yi Ye; Li +. Le 


varient d’une manière continue au travers de la surface X. 

Supposons d’abord 5% différent de o. 

La surface X est alors onde du troisième ordre par rapport à &, n, 
C; les formules (8) nous montrent qu’elle est onde du second ordre 
par rapport aux quantités 


Des lors, les égalités (20) nous enseignent que l’on a, en tout point 
50 


Ann. Ie. Norm., (3), XXI. — Ocrosre 1904. 
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de la surface &, 


O(%x2— Yar) 7 À (Ts: — Tai) O(Ty2— Ty) 


da 66> 8 =, Oc nae 
. O(Ts:— Ts ) O(Vy2— Vy) O( tx. — Tri) ee 

(20 bis) ye — + aa EE) EE NEA 
O(Ty2— Ty) J(Tx2 — Tai) O(Vz2 — Va) ae 

Fa oe Ob : 0c of 


ou bien, en vertu des égalités (49), 


( (A+p)(LO+ mY +nW)l +20 =0, 
(50) \ (A+ pp) (20 + m0 +nW)m+ pV =o, 
(A+ p)(lO0+m0+n@)n + pW=o. 


Multiplions respectivement ces égalités par /, m, m ct ajoutons 
membre a membre les résultats obtenus; nous trouvons 


(A+2p)(l0+ mV+n®)—o 
ou bien, en vertu de la dernière inégalité (35), 
10. nO Ana = on 
Ce résultat, reporté dans les égalités (50), donne 
DO; Re Neat Oy p® = o 
ou bien, en vertu de la seconde inégalité (35), 
Oiz= 0, 0; Wo, 


Ainsi, un mulieu vitreux très peu écarté de l’état initial et affecté de 
viscosité ne peut présenter aucune onde, du second ordre par rapport aux 
vitesses, qui ne separerait pas constamment les deux mêmes masses matc- 
rielles. 


On remarquera que la démonstration de cette proposition suppose 
em ploi des inégalités (35); cette proposition pourrait donc étre en 
défaut si le milieu était dénué de viscosité. 
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Supposons maintenant 
(45) UE 0 


La surface £ pourra alors être onde du second ordre par rapport à£, 
ns 6. 

Gardons les notations (43). En chaque point de la surface 5, il 
existera un vecteur #, G, & tel que 


RE =P min" F 
da? abtacr | 
PG 
té D ro RG pg + rs. 
OH 


rat = 1Pmin’ 


Moyennant ces égalités, les égalités (8) donnent, en tout point de 
la surface X, 


PON Nay) + JT Ta) . O(T,2—T,,) 
da ab dc 
=—(A+M)(l5 + mG+n3)I—MB, 
É OCT 2 — Ta) re O(Ny2— Nyy) O( Tx. — Ty) 
(52) ( da Ob Oc 
=— (A+M)(lF + mG + n3)m — MG, 
O(Ty2—Ty1) | (Tr — Tu) | O(Ni2— Nz) 
da Ob : dc 
| =—(A+M)(1F + mG + n3e)n—M2, 


D’autre part, les égalités (20) nous enseignent que l’on a, en tout 
point de la surface E, 


O (Naa Ye2— N y —Y x1) O (Vast Fag Pj Tu) | (yat tya Ty Ty) 


da Ob de se 
O( Tz2+ Tze — T 3) —T21) i O(N yo Vy2—N yi —y1) ‘a Tor + Tx2— To —Txi) uy 
da 0b dc 


O(N ose tye) yy) O(T 22+ Tr Tri — Tri) O(N 2+ V22— Nu — Yn ) 226 
da 5 Ob de 


LOL LE a? 
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ou bien, en vertu des égalités (49) et (52), 


| A+M(É+mG+nR)l +MF +Q+p)(0+m0+n@)l +pO0=0, 
(33) € (A--M) (IF + mG+n3H)m+MG ++) (0 + mo +n@)m+p =0, 
(A+M) (IF + mG+nf)n +-MH+(A+ p) (0 + mo +n) n + u® —o. 


Ces équations déterminent #, G, 3¢ lorsque l’on se donne ©, ©, &® ou 
inversement. 

On les résout élégamment de la manière suivante : 

Multiplions-les respectivement par /, m, » et ajoutons membre à 
membre les résultats obtenus; nous trouvons l'égalité 


(54) (A+I2M)(f+mG+nR)+(i+au)(lO0+mV+n®)—=o 
qui, reportée dans les égalités (146), donne 


“re A+M A+op A+p 
a hs M.A-+2M M 
6 =(*W A+2p At+p 
rite 


Sein Se Bal ah eR à à 9 —L6 
MENU \ m) (0 + ms +n) MY 


we (A+M A+2n A+B 
ripe ee AM M 


l } ro re md +nW)— FY, 


(55) 


n ) (10 + me + nW)— NP. 


/ 


D’apres ce que nous avons vu au commencement de ce paragraphe, 
la surface X, onde du second ordre pour &, n, %, sera onde du premier 
ordre pour la densité p. Si nous posons 


(56) Pa— AiR, 


nous aurons, en tout point de l’onde &, 


On OR OR 
5 x — {4 — iy — ON 
( / ) da — l R, Ob — ma, dc 2 AUS 


L'égalité (22), jointe aux égalités (43), (51), (56) et (57), donne 
(58) R =— p,(lF + mG + nk) 
ou bien, en vertu de l’égalité (54), 


el ASS 
(59) R= py 7 (LD + mY + n WP). 
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La surface & est onde du troisième ordre par rapport à T; si l’on 
différentie successivement l'égalité (27 bis) par rapport à a, b, c, 01 
en tire, en tout point de la surface &, les égalités 


T de(T) 9 /AU | eV. AW 
PE aT Oa oz tab + oe) 

(60) DD) ols Ti) 02(T,— T,) 
AD 3 | dan = qe | dc? = 


RE Pre Ke ol ete ete also lie lsat) ia” sin ess 6 nue aie (8 (6 se a 8 (a (ee te ae 


I] existera d’ailleurs, en chaque point de la surface X, une gran- 
deur & telle que 


03(T,— T,) — 
Dar abt dcr mins (ptqt+tr=3). 


(61) 


Moyennant ces égalités ct les égalités (48), les égalités (60) don- 
neront sans peine 


Po T do, (TK 


(62) IDE a 


© 
| 


(ID +m0 +n), 


Ainsi, au sein d'un milieu vitreux, affecté de viscosite, bon conducteur 
et peu écarté de l’état initial, il peut se produire des ondes du second ordre 
par rapport aux composantes u, 9, w de la vitesse. Ces ondes séparent 
constamment les mêmes parties du milieu. Elles sont du premier ordre 
pour les quantités N,, N,, Nz, Tz, T,, Tz et pour la densité p; elles sont, 
au contratre, du troisième ordre pour la temperature T. 

Par des méthodes semblables a celles qui ont été employées en la 
deuxième Partie de nos Recherches sur 1 Hydrodynamique, ce théorème 
peut se généraliser et devenir le suivant : 


Au sein d'un tel milieu, on peut observer des ondes d'ordre v(y 2 2) par 
rapporl aux composantes u, 9, W de la vitesse. Ces ondes séparent con- 
stamment les mémes parties du milieu. Elles sont d ‘ordre (y —1) pour les 
quantités Nz, Ny, Nz, Ta, Ty, Tz ét pour la densité p; elles sont, au con- 
traire, d'ordre (y +1) pour la temperature T. 
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II. — Des ondes du premier ordre en w, , w, dans un milieu vitreux, 
très peu écarté de l'état initial, animé de mouvements très petits et 


bon conducteur de la chaleur. 


La méthode que nous venons d'employer ne s'applique pas aux 
ondes qui seraient du premier ordre par rapport aux composantes w, 
v, æ de la vitesse. Dans ce cas, en effet, la condition qui permet, en la 
première Partie de ces Recherches, de passer de l'égalité (78) à l'éga- 
lité (79), n’est plus vérifiée aux divers points de Dee on ne peut 
done plus écrire, en général, les équations (82) de la première Partie, 
ni, partant, les équations (20) de la seconde Parties 

Soient S la surface d'onde à l'instant ¢, dans l’espace de a, y, 5, eta, 
8, y les cosinus directeurs de la normale menée de la région 1 vers la 
région 2. Par un raisonnement semblable à celui que nous avons dé- 
veloppé en nos Recherches sur l’Hydrodynamique, 1"° série, 2° Partie, 
Chapitre IL, § I, nous montrerons que l’on dott avoir, en tout point de 
la surface S et à tout instant, 


(Nax— Na) à + (Tee — Tx) B + Ty2— Ty) y 

+ (Vex — Vas JA (Ts — Fay ) B.+ (tye Fe cyl ges 0, 
(Tz. — La) + (Ny2—Nyi) B + (Tce — Ta) y 

SH (tig Tay Ja Ha — Vy JO Etes TA)? — > 
(Ty2 — Ty) 2 + (Tx2— Ta) B + (Na — N:)7 

+ (Ty: —Tys ) + (Tue — Tan ) B + (Vee — Va )y =o. 


(63 


Cette condition est générale. Au sein d’un milieu très peu écarté de 
l’état initial, elle peut être remplacée par la suivante : 


On a, en tout point de la surface X et à tout instant, 


: (Nas — Nai) 2+ (Teg — Ta) me + (Ty2— Ty) n 

+ (Veg — Var DH (Ts. — Ta ) M + (Ty: — Ty, )R =O, 
(T2 = Va ) l+ (Ny2— Ny) m + (T2 — LT )n 

+ (Ts. — Ta )l+ (Yy2 — Vy )m + (Tz. — Tai ) N20, 
(Ty: Er Ty, ) l + (T9 — dl her m + (NE A | N.;) [12 

H (Typ = Ty) (Tee — Tu ) Me (da — Ya )n=O0. 


PR IQ EU 


k 
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; 
L'onde est du premier ordre par rapport aux composantes u, v, w de 


la vitesse; des lors, si l’on conserve les notations (47), il existera, en 
chaque point de la surface Y, un vecteur ©, +, w tel que 


OU Ke? OÙ, OU =< 
ae Sie. 55 =m; 5c = 20, 
< ONG ar: ONES Hens ONE 
D cee ne" 
oW _ oW _ ow _ 
ie a=" 


L’onde est, d’ailleurs, du second ordre par rapport à la tempéra- 
ture T; les égalités (19) et (65) donnent done 


(Vag — Yar) E+ (Ta Tan) 2 (Tps — Ty) 2 
=—(A+p) (0+ m0 +n) l—p0Vv, 
(to — Tai) f+ (y Va) Mt + (Tee — Toi) 2 


(66) ; 
=— (A+) (10 + m0 +nw)m—nuv, 


(Tye = Ty1) b+ (Tao — Tas) M + (Vo — Vu) 2 
=—(A+p)(lO+m0+n@)n—pw®. 


Supposons, tout d’abord, que 2 soit différent de 0; l’onde du premier 
ordre par rapport à uw, v, sera du second ordre par rapport à 6, n, ¢; 
selon les égalités (8), elle sera du premier ordre par rapport à N,, N,, 
N,, Ts, T,, T,; les égalités (64) deviendront 


(vga Yay) b+ (Tea — Tu) M HE (Tye — Tyn)n —=0, 
(64 bis) (Ts. — Ta) E+ (vya — Vy) M + (Tae — Tu) 2 =O, 


(Tya— Ty) LE (Too Tai) Me (Veg — Va) R —0 
ou, selon les égalités (66), 


(A+ p)(l0+m0+n&)l +pOÙ —o, 
(50) té (A+) (lÙ + mV +n@)m+uV =o, 
(A+ p) (/0 + mŸ + nŸ)n +uW—o. 


Nous avons vu que ces équations n’admettaient d'autre solution que 


Wie, ee Op WE I0E 
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Donc, au sein d’un milieu vitreux, doué de viscosite, trés peu écarté de 
l’état initial, on ne peut observer aucune onde du premier ordre par rap- 
port à la vitesse, qui se propage de manière a ne pas séparer constam- 


ment les mêmes portions du milieu. 


Supposons maintenant 
Ib — 0. 


L’onde du premier ordre par rapport à &, #, # serait aussi du premier 
ordre par rapport à 4, n, ¢; dès lors, en g gardant les Eure (43), il 


existerait, en tout point de la surface Ÿ, un vecteur J, G 


Oba oF oF _ 
pric Clerc He 

. AG DES 0G 
(67) Ne 0 an mG, pea! 
dita hae OT : 
Se aie Ip me, ae NIC 


Ces égalités, jointes aux égalités (8), donnent 
{ (Nzz—Nay) + (T2 — Tay) m + (Ty2— Ty) 2 
=—(A+M)(l¥+ mG + n3e)l —MF, 
(Ts. — Tay) + (Ny2— Ny) m + (Tes — Tai) 2 
=~-(A+M)(lF¥ + mG + ne) m —MG, 
(Ty2 — Ty.) 0+ Too — Ta) m + (Nee — Nay) 2 
—=—(A+M) (lF + mG + nH) n —MB. 


, Je tel que 


En vertu des égalités (66) et (68), les égalités (64) deviennent 


(A+M)(l¥ + mG +ndb)l +MF 

(A +p)(lO+m0+n®)l +20 =o, 

(A +M)(l% + mG +n%)m+MG 
+(A +p)lO+m0+n®)m+p0 =0, 


(A +M) (LF +mG +nR)n +MI 
+(A + p2)LO+mO+nW)n + pW =o. 


[ 
(53) i 
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Comme nous l'avons vu, ces égalités entrainent les égalités (54) 


et (55). 


ay: D , 0 
L'égalité (22) nous donne, en chaque point de la surface 3. 


LPS Stat) 
PET TN ja gh de 


ou bien, en vertu des égalités (67), 
Da — Oy = — Og (LF + mG + nv) 
ou enfin, en vertu de |’égalité (54), 


À + 2 
(69) Pi— Pi= Po FE i (LO +m + nw). 


La surface & est onde du second ordre pour la température T; il 
existe donc une grandeur & telle que, sur la surface Ÿ, 


BP Aha AR 
(70) FD = nbtare (p+q+r=2). 


Moyennant les égalités (65) et (70), l'égalité os bis) donne 


(62) > —— KT) EL (10-4 mo + rw). 


Donc, au sein d'un milieu vitreux, affecté de viscosité, bon conducteur 
de la chaleur et écarté de l’état initial, on peut observer une onde du pre- 
mer ordre par rapport aux composantes u, 9, w de la vitesse. Une telle 
onde ‘separe toujours les mémes portions du milieu. Elle est surface de 
discontinuité pour les quantités N,, Ny, Nz, Tz, T,, T. et pour la densité 0; 
au contraire, elle est onde du second ordre pour la température T. 


III. — Des ondes dans un milieu vitreux, dénué de viscosité, trés peu 
écarté de l’état initial et animé de mouvements très petits. 


Tout ce qui précède suppose essentiellement, comme nous l’avons 
indiqué, que le milieu est doué de viscosité; notre analyse devient 
illégitime si les coefficients À et » sont égaux ao. 

Ann. Ee. Norm., (3), XXI. — Ocroure 1904. Jot 
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La propagation des ondes dans un milieu vitreux, peu écarté de 
l'état initial et doué de viscosité obéit à des lois bien connues depuis 
Poisson et Cauchy; les méthodessuivies pour établir ces lois supposent, 
en général, que la température est uniforme et que les actions exercées 
sur les divers éléments du milieu sont nulles; il importe de se débar- 
rasser de ces restrictions; c’est ce que nous allons faire par l'analyse 
suivante : | CR 

Supposons que la surface ¥ soit une onde du second ordre pour les 
fonctions &, 7, ¢, partant, selon les égalités (8), du premier ordre pour 
les grandeurs N,, N,, Nz, Tz, T,, Tz. Les quantités ¢2, 0), 025 Tas Ty» Tz 
étant nulles, les égalités (20) donneront, en tout point de l’onde, 


{ JNar— Nav), OT Vin) | (Ty Ty) CA CE em) 


da ob dé RARE T: as À 
A : O(Tz.— T1) O(Ny2— Nyt) ACT 23 — T1) d(n:— 1) 
‘à Mt)... 5 deb ON RE 
d(T pa. | dt RE Tash) PRO A SR Ne ee 
da =r dvb ai dc = Rox — “ie a — 0% 


Conservons les notations (43). Il existera, en chaque point de la 
surface X, un vecteur #, 6, se tel que 


eee = T. \s Jp Intl 

jar Ob OCrOR ee mins, 

(79) { BS —- JT SL In’ 
iy Jardbidergn = }mne = (prg+r-+ssa), 

oo YG \s /P q Tp 

dar Jbt dc" dt ==(— 9G) PP rnin’ 


os ov. rt a 4 , . 

Selon l'égalité (27), l'onde est au moins du second ordre par rap- 
Po a temperature T; dés lors, les égalités (8) et (72) nous donnent 
es égalités (52); en vertu des égalités (52) et (72), les égalités (91) 
deviennent 


RÉ abe Pea Yaad + (M— pt?) F =o, 
(73) | (A+ M) (LÉ + mG + nH) m+ (M — p,I?)G =o, 
(A+ M)(lF + mG +n) n + (M— p, 9b?) H=o. 


Multiplions respectiven es égalités p: 
I espectivement ces égalités par /, m, n et ajoutons-les 


TT 7 


\ 
\ 
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membre à membre. Nous trouvons 
(74) (A + 2M —p, 90?) (1f+mG+nR)—0, 


Si nous n’avons pas 


(75) l¥ +-mG + n%—0, 


nous devons avoir 


: A+ 2M 
(76) x =|/ à 
7 Po 


et les égalités (73) donnent alors les relations 


CT ne 
(77) i Mev 7 
qui expriment que l’onde propage une perturbation longitudinale. 
Les égalités (56) et (57) peuvent être conservées ici; elles donnent 
encore l'égalité 
R —=—p,(lF + mG+nX). 


D'ailleurs, l’onde étant au moins du second ordre par rapport à la 
température, on peut écrire l'égalité (70) qui, jointe aux égalités (72), 
(76) et (27), donne 


ie a T do,(T) /A+2M 
(78) . G = RUT E adv Qo 


(l¥ + mG + n3),. 


Si nous avons 


(55) lf mG =n =o, 


l’onde propage une perturbation transversale. 

Les égalités (58) et (27), qui peuvent être conservées ici, donnent 
(79) Ji 0; C= 05 
et nous enseignent que l'onde est d’ordre supérieur au premier pour 


la densité 9 et au second pour la température T. 
Enfin, les égalités (73) nous font connaitre la valeur de la vitesse 
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de propagation 


(80) IG = ~— 


En résumé, un milieu vitreux, bon conducteur, peu écarté de l'état . 


initial et dénué de viscosité peut propager deux sortes d'ondes qui sotent 
du second ordre par rapport aux composantes ©, n, © du déplacement et 
du premier ordre par rapport aux composantes u, 0, W de la vitesse. 

Les premieres, qui sont du premier ordre par rapport a la densité et 
du second ordre par rapport à la température, propagent une perturbation 
longitudinale avec la vitessse 


Fe 2. 
Po 


Les secondes, qui sont d'ordre supérieur au premier pour la densité et 
au second pour la température, propagent une perturbation transver- 


sale avec la vitesse 


ie 1/36 
Po 


Nous avons supposé que l'onde considérée était du second ordre 
a 4 . . . . 
en 6, 7, ¢; elle est alors au moins du premier ordre enu, 9, #3; mais il 
pourrait se faire qu’elle fit du premier ordre en u, 6, w tout en étant 
aussi du premier ordre en &, 4, ¢; pour cela, il suffirait que l’on eût 


(45) Mee ew 


L'onde serait alors surface de discontinuité pour p et pour les six 
quantités N,, N,, Nz, T,, T,, T;. Une raison semblable à celle quia 
fourni les égalités (64) exigerait que l’on eût, en tout point de l’onde, 


(Na2— Noi) + (Tz, — Tai) m + (Ty9 — T1)2— 0, 
(Ts. — Ta) 0+ (Ny2— Nyy )m + (Trs— Tz, )r>o, 


(Ty2— Ty.) + (Tz, — To) + (Ney — Noy \n 0, 


En vertu des égalités (68), dont on peut reprendre ici les notations, 


' 
7 


te en à D do 


CORRE ey MEN CPR 


nadia ddr ti: de ai 
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ces égalités peuvent s’écrire 
(A+M)(lF+ mG+nH)l +MF —0, 


(A +M)(lF-+ mG + n5)m + MG 0. 
(A +M)(l¥ + mG + nH)n +MIC—o. 


Multiplions respectivement ces égalités par J, m, n et ajoutons-les 
membre à membre, en tenant compte de la dernière inégalité (34); 


nous trouvons | 
lg +-mG + TUS 0: 


Si l’on reporte ce résultat dans les égalités précédentes, en tenant 
compte de la seconde inégalité (34), on trouve 


§ =o, G == 0, JCS 0, 


L’onde considérée ne saurait donc exister. 


IV. — Des ondes dans un milieu vitreux, très peu écarté de l’état initial, 
animé de mouvements trés petits et mauvais conducteur de la chaleur. 


Tout ce qui précède suppose l’emploi de l'équation (27 bis) où 
l’on admet que Æ(T) a une valeur positive. Si l’on suppose 


(81) K(T)=0, 
cas auquel le milieu est mauvais conducteur de la chaleur, équation 


(27 bis) se réduit à 


(82) GE one aT 


OT Tdg,(T) fou | av fa Ow oe 
Cris DD, 0G ) LAS 


et l'analyse précédente tombe en défaut. Nous allons examiner les 
modifications qu'il convient d’y apporter en vertu de l'égalité (81). 

Considérons d’abord le cas d’une surface Z, onde du premier ordre 
par rapport aux composantes wu, », w de la vitesse; les égalités (47) 
et (65), que l’on peut conserver dans ce cas, montrent que l’on a, en 
tout point de la surface &, 


oy. ov aW 


— eee = {0 4 nv == rn. 
Ja le Ob = dc 


(83) 
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La surface ¥ peut-elle être, pour la température T, onde du premier. 
ordre ou d'ordre supérieur au premier? Dans ce cas, il doit exister, 
en tout point de la surface X, une grandeur 6, finie si l'onde est du 
premier ordre, nulle si elle est d'ordre supérieur au premier, telle que 
l'on ait 

OT Ti) _,g 


LIN RES ARE (Ti) _ e 
SS as , D eae — dc A 


da Ob é 
OUT sa hii) oe 
ot vo 


(84) 
IE. 


En vertu des égalités (47), (83) et (84), l’égalité (82) donne, en 
tout point de la surface E, 
T do,(T) 


(85 ) ME = — Fe aT 


(lO+m0+n®),. 


Cette égalité donne pour & une valeur acceptable si x est différent 
de o; elle est encore vérifiée si x et (40 +m? + rw) s’annulent en 
même temps; mais elle devient absurde si l’on a 9% =o sans que 
(lo + mv + nw) s’annule en même temps. 

Donc, on peut admettre, en général, qu'une onde du premier ordre 
par rapport aux composantes u, v, w de la vitesse est aussi onde au 
moins du premier ordre par rapport a la temperature T; mais, dans le 
cas particulier où l’on aurait 


(45) JG 0 
sans avoir en méme temps 
(86) lO + mŸ + nŸ — 0, 


la surface considérée serait sur face de discontinuité pour la température. 
Supposons maintenant que la surface X soit onde du second ordre 
par rapport aux composantes uw, ¢, æ de la vitesse, et demandons-nous 
si elle peut être onde du premier ordre par rapport à la température T. 
L’onde étant du second ordre par rapport aux composantes u, 6, w 
de la vitesse, la quantité | 


du Ov aw 
da 0b" dc 


7 
E * 
E 
1 


“es 
44 


he CS 


A~ “SS 


eee ee de. en ee eee ee ee 
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varie d’une manière continue lorsqu’on la traverse. Dès lors, les éga- 
lités (82) et (84) donnent, en tout point de l’onde &, 


IGG == 0. 


Si x est différent de o, & est nul et l’onde est, par rapport à la tempé- 
ralure, d’ordre supérieur au premier. 


Donc, une onde du second ordre par rapport aux composantes u, ¢, 
w de la vitesse est, en général, au.moins du second ordre par rapport a 
la temperature T; toutefois, si l’on a 


(45) 0 
l'onde peut n'être que du premier ordre par rapport à la température. 


Ces lemmes démontrés, proposons-nous de répondre à la question 
suivante : 


Un milieu vitreux, doué de viscosité, très peu écarté de l’état initial, 
animé de mouvements. très petits et mauvais conducteur de la chaleur 
peut-il présenter une onde persistante pour laquelle x differe de 0? 


Examinons d’abord le cas où l'onde serait du premier ordre par 
rapport à u, ¢, w; elle serait au moins du premier ordre par rapport 
à T; dès lors, les quantités N,, N,, N,, T,, T,, T, varieraient d’une 
manière continue au passage de cette onde, ce qui permettrait de 
conserver les équations (64 bis); les égalités (63) demeureraient 
exactes et transformeraient les relations (64 bis) aux relations (50) 
qui entraînent la non-existence de l’onde considérée. 

Examinons maintenant le cas où l’onde serait du second ordre par 
rapport aux composantes uw, ¢, # de la vitesse. Elle serait au moins 
du second ordre par rapport à la température T. Elle resterait donc 


onde du second ordre par rapport à 
IN a5 Ny. N:, Wer Te: T:, 


ce qui permettrait d’écrire encore, en tout point de la surface X, les 
* relations (20 bis); les égalités (49) y resteraient également vraies, en 
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sorte qu’on retrouverait les relations (50) entraînant l'impossibilité 
de l’onde étudiée. 

Le résultat, démontré pour les ondes du second ordre par rapport 
aux composantes u, ¢, æ de la vitesse, s’étendrait sans peine aux ondes 
d'ordre plus élevé, ce qui nous permettrait dénoncer la proposition 
suivante : 


Il est impossible qu'une onde d'ordre v(v 21) par rapport aux com- 
posantes u, v, w de la vitesse persiste au sein d'un milieu vitreux, doué 
de viscosité, mauvais conducteur de la chaleur, trés peu écarté de l’état 
initial et animé de mouvements très petits, si cette onde ne sépare pas 
constamment les deux mêmes parties du milieu. 


Examinons maintenant s’il peut, en un semblable milieu, se pro- 
duire des ondes, du premier ordre par rapport aux composantes u, ¢, 
w de la vitesse, pour lesquelles on ait 


(45) Mes 


En tout point d’une telle onde, on continuera d'écrire les équa- 
tions (64). 

L’onde peut être surface de discontinuité pour la température T, en 
sorte que (T, — T,) ne s’annule pas sur la surface ; mais on suppose 
que le milieu est, à chaque instant, très peu écarté de l’état initial; 
T,, T, différent donc très peu de la température initiale et (T, — T, ) 
est une quantité tres petite du même ordre que les écarts &, n, €. 

Les égalités (67) et (8) ne donnent plus alors les égalités (68); 
mais, si l’on néglige les infiniment petits du second ordre, on est 
simplement conduit à ajouter aux seconds membres des égalités (68) 
les termes 


dei(T) 


— a do\(T) 
ro Syke 


—T,)m, : = — (Ts — T,)a, 


al 


(Te — T,)4, — 0 


T ayant une valeur comprise entre T, et T,. 
Si l’on néglige les infiniment petits du second ordre, les éga- 
lités (66) demeurent inaltérées. On a donc, en tout point de la sur- 


2. 
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face X, au lieu des égalités (53), les égalités 


(A+M)(UF +mG +nK)n+MF + pe D er, ps 


0 dT 
+(A + p)(lO+mO+n®)l +p0 = 0, 
(87) (A+M)(l¥ + mG +n3)m+MG Seer 2—T,)m 
+(A + p)(lO + m0+n®)m+ po =O, 


(A+M)(F + mG + nde)n + Me py SO (7,7, )n 
+ (À + p)(l0+ m0 + n®)n+ pw == Oy 
auxquelles les égalités (22) et (67) joignent l'égalité 
(88) P—p=—-p(lf+mG+nR). 
Multiplions les égalités (87) par 4, m, n et ajoutons membre à 
membre les résultats obtenus; nous trouvons 
(89) (A+2M)(lF +.mG + n3) 
+ (A+ 2p)(lO0 + mm +nW) + py ie CET 0; 
Cette relation (89) transforme l'égalité (88) en 


top, Mentos) an en 
(Oe i UO mone) 4 M (TM). 


En méme temps, elle permet de résoudre les égalités (87) par rap- 
port 4g, G, 3e sous la forme 


f= | an SE [Ot me + nt — fo 
tee, WO ae [po ta? Tt 
A AH] one sein fo 
a cl ae —¥i nom 


Ann. Ec. Norm., (3), XXI. — Octonre 1904. 


(9 
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Les égalités (go) et (91) font connaître, en chaque point de l'onde, 
les valeurs de 
g, G, Ie, Ps aa Pi 
lorsqu'on connaît les valeurs de 


v0, , ®, Ti 


Ainsi, au sein d'un milieu vitreux, mauvais conducteur de la cha- 
leur, doué de viscosité, très peu écarté de l'état initial et animé de mou- 
vements très pelits, il peut se produire une onde persistante, du premier 
ordre par rapport aux vitesses. Une telle onde sépare constamment les 
deux mémes portions du milieu. Elle est surface de discontinuité pour 
les quantités N,, N,, Nz, Tx, T,, Tz, pour la densité p et pour la tempe- 
rature T. 


Peut-il exister une onde, du second ordre par rapport aux compo- 
santes u, 9, w de la vitesse, et pour laquelle on ait 


wu — 0? 
En chaque point d'une telle onde, on devra avoir 


j O(Na2 + Vg2 — Na: — Vi) O( Tas + tea Tar — tu), A(T ya tya— Tn—tn) 


da ; Ob dc 3 
O(T.2+ t.— Tz;—T1) O(Ny2 + Y¥y2—Ny,—y1) O(T x2 + Tro — Tri — Tai) 
72 = Ob ate Ba —==t0; 
O(Ty:+Ty2— Ty:—ty1) | O(Tae+ tax —Tai—Ta1) | 0(Nz2+ V2 — Nar — vu) 
\ da gf ob it oc =. 


L’onde considérée peut être du premier ordre par rapport à &, en 
sorte que, dans les égalités (84), & peut être différent de o; mais c’est 
une quantité très petite comme &, n, C; les égalités (52) ne sont donc 
plus exactes; mais, si l’on néglige les infiniment petits du second 
ordre, elles doivent être remplacées par les égalités 


O(Ner— Nai) , (Tat Ta) (T= T'yr) 


(93) da | Ob dc a 
=—(A+M)(lF + mG+ nk) 1 —MF—p, St Gl, 
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0(T2.— TA) __ ANy2 = Ny) + Ter Te) 


| da Ob dc 
ee ¢ dg, (1) 
=—(A+M)(lF + mG +n) m—MG— op, AT eM 
(93) 
O(Ty2— Ty1) <= (LT) ae O(N.2— Nz) 
Oa Ob dc 
=—(A+M)(lF + mG + nR)n — MX — ye Gn. 
; : Quant aux égalités (49), elles demeurent valables. 


Dès lors, les égalités (49), (92) et (93) donnent les relations 


(A-+-M)(lF +mG+nR)l +MF +p, dg, (T) el 


aT 
+(A + p)(lO0+m9+nw)l + pv 0, 
ma (A+M)(S + mG + ne)m + MG + Po en 
+ (A +M)(l0+ mv + nw)m + pv == 0), 


(A+M)(4F +mG +nk)n +MI +9, Gn 
+(A + p)(l0U+ m0 +nW)n + uw 0: 


‘A ces relations, il faut joindre la relation 
(58) KR=— py (lF + mG + nH). 


Si nous multiplions respectivement les égalités (94) par /, m, n et 
si nous ajoutons membre à membre les résultats obtenus, nous trou- 
% vons l’égalité 


(95) (A+ 2M)(l¥ + mG + n5) 


L. = + py PLE) & + (+ a) (LO + mY + RW) =o. 


En vertu de l’égalité (g5), 1a relation (58) devient 


+ 2p. 
°A+2M 


meee: (1) 
A+2M dT 


(96) Fao (ED + mY +nW)+ 6. 
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En outre, les égalités (94) deviennent 


r(A4+-M)(A+2p) _À+p : "Ag Là 
§ —- Re rerrre AS rao (DO + mŸ +n) l He 
Mio M(A+2M) 1M) he 
= [Sa San” — ASE | wo+ mY +nO)m— À Ÿ 
+2 
NE Le A+M ni js ey 
M(A+ 2M) M ; 
(A+M)(A+2p)  A+p ao 
= Sr M(A + aM) aT he (LO+m0+nW)n nu’ 
A+M I dg,(T) 
Ds TM | AT ue 


Les égalités (96) et (97) déterminent, en chaque point de l'onde, 
les valeurs de ¥, G, 3¢, a lorsqu'on connaît les valeurs de ©, Ÿ, W, & 

Ce que nous venons de dire touchant une onde du deuxième 
ordre par rapport aux composantes u, ¢, w de la vitesse s’étend sans 
peine aux ondes d'ordre plus élevé. Nous pouvons donc énoncer le 
théorème suivant : 


Au sein d'un milieu vitreux, affecté de viscosité, mauvais conducteur 
de la chaleur, très peu écarté de l’état initial et animé de mouvements 
crès petits, on peut observer des ondes persistantes d'ordre v(v 22) par 
rapport aux composantes u, 9, w de la vitesse. Une telle onde sépare sans 
cesse les deux mêmes portions du milieu. Elle est d'ordre (y — 1) pour 
les quantués Nz, Ny, Nz, Tz, T,, T,, la densité 9 et la temperature T. 


Il nous reste à étudier la propagation des ondes au sein du milieu 
supposé mauvais conducteur et dénué de viscosité, 

Considérons une onde du second ordre en Ë, y, Cet, partant, du 
premier ordre en u, ¢, w. 

Selon l'égalité (85), où nous supposons 9% différent de o, l'onde 
sera du premier ordre par rapport à la température; d’ailleurs, en 
vertu des égalités (72), l'égalité (85) devient 


) ike à de CAR ) 
8 ee Pi 
(98) =~ fe at 


mG + ni). 
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Les égalités (93) demeurent exactes, mais elles deviennent, en 
vertu de l'égalité (98), 


O(Na2— Nai) OT: — Tz) O(Ty2—Ty1) 
| Gems Re PTE Ve Ochs 


Tf do,(T)]? 
=—ja+ Sr) ar | +MIGÉ + mG + nae) —MS, 


O(T..—T2,) : O(Ny2—Nys) © O(Ta2— Tx) 
a os WG + dc 


(99) 


TI do, (T) |? 2 
=—}A+ fo} a | + M | (LF mG + n3e) m MG, 


ee tl by) (Na N.) 
RO ite oe 


Aa NC CANNES : : 
| Ni ea a Fr | +M (+ mG+ne)n Me. 


En vertu de ces égalités et des égalités (72), les égalités (71) de- 
viennent 


| rl if 2 in 
ja Oe | Ml (cg + mg 030) (M paa0) F =o, 


Ee ar 
id Al 4 2 
(00) | A4 a |r| | M | (25 + mG + n30)m + (M — 262) G =, 
| A+ pe | Sere | ML (UF + mG + nde) » + (M — ps SE) 3€ =o. 


Ces égalités (100) ne diffèrent des égalités (73) que par la substi- 


j rl 1 rl 2 : ; 
tution de À + oe | | a A; donc les conclusions que nous en 


tirerons différeront seulement par cette substitution de celles que nous 
avons développées à la fin du paragraphe précédent. 


Un milieu vitreux, dénué de viscosité, mauvais conducteur, très peu 
écarté de l’état initial et animé de mouvements très petits peut propager 
deux sortes d'ondes qui sont du second ordre par rapport aux compo- 
santes €, n, © du déplacement et du premier ordre par rapport aux com- 
posantes u, 9, w de la vitesse. 

Les premieres, qui sont du premier ordre pour la densité et la tempéra- 


= 4, A 


| Wh a ote Pe DUEN. - — RE | 
. ‘ture, propagent une ne perturbatio 7 


(101) 


Les secondes, qui sont d De supérieur au premi st pour 


LANG 


et la température, propagent une perturbation transversale a 


vitesse 


(80) 


LES 


SÉRIES DE TAYLOR 


ET LA 


REPRÉSENTATION EXPONENTIELLE, 


Par M. L. DESAINT. 


Dans une série de recherches dont une partie seulement a paru 
jusqu'ici (Journal de Mathématiques, 1902), j'ai eu plusieurs fois 
l’occasion de voir jusqu’à quel point la représentation exponentielle 
des fonctions, c’est-à-dire leur développement en somme d’exponen- 
tielles, était intimement liée à la détermination des points singuliers 
des séries de Taylor. Pour expliquer ce fait il suffit de se reporter à 
l'application immédiate du théoreme de Cauchy, c’est-à-dire à la forme 
que ce théorème permet de donner aux coeflicients d’une série de 
Taylor. 

Si l’origine est point régulier de la fonction /(z), celle-ci étant mise 
sous la forme 


fG)=YA() 2”, 
on sait que la formule de Cauchy donne immédiatement 
wns: Fey TANT 


et par suite A(z) se rattache à une fonction A(x) admettant le déve- 
loppement (ensemble continu) exponentiel 


ACT) JC) # 


416 L. DESAINT. 
C désignant un contour à l’intérieur duquel /(z) est holomorphe. 


. . ped I . . 
D’ailleurs la variable + porte sur des quantités (4) qui sont l'inverse 


des affixes des points du contour C. 

Déterminer a priori un développement exponentiel de A(æ), c'était 
avoir la possibilité de déterminer le contour C, lorsque /(z) n'est 
connu que par un noyau taylorien 


f(z) = D A(n)#. 


La recherche du développement exponentiel d’une fonction donnée 
a fait de ma part l’objet d’une Note aux Comptes rendus (26 mai 1902). 
Dans le Mémoire actuel j'ai donné la démonstration partielle des 
résultats contenus dans cette Note. 

L'étude présente a son origine dans les résultats d’une méthode 
employée par Laguerre, appliquée par Stieltjes, et dont M. Le Roya 
fait usage dans ses recherches sur les Points singuliers. 

Nous considérons la suite 


A(t), Ala), ee AGE 


des coefficients du noyau taylorien 
F(z)= 3 A(n) 2" 


comme les valeurs pour l’ensemble des nombres entiers positifs d’une 
fonction analytique 
A(z) 


que nous pouvons méme supposer entière (Bore, Mémoire sur les séries 
divergentes). ll y aura lieu de distinguer immédiatement deux cas : 

1° En remplaçant dans le coefficient A(z) du développement tay- 
lorien donné, 2 par x, on obtient une fonction analytique 


A(x); 


2° On ne peut obtenir directement une fonction analytique par ce 
changement. Alors il faudra construire une fonction entiére G (a) 


LL 4 "=. wees 
eee ee ee 


LS 
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prenant pour la suite des nombres entiers positifs, l'ensemble de 
valeurs représentées par les coefficients de la série de Taylor consi- 
dérée. 

Nous avons séparé ces deux cas par le caractère analytique immé- 
diat de A(a); il suffira toujours que A(a) soit holomorphe pour les 
grandes valeurs de la variable dans une aire contenant la portion de 
l’axe des quantités réelles positives, relative à ces valeurs; le caractère 
analytique dans le plan tout entier est secondaire. Les deux cas se sé- 
parent nettement et les avantages naturels du premier ressortiront 
mieux après les quelques considérations suivantes. 

Qu'il s'agisse d’une série de Taylor ou d’une autre opération quel- 
conque lorsqu'une fonction n’est connue que par une telle opération 
valable dans une aire limitée réductible même à un point (Laguerre, 
Stieltjes, Poincaré, Borel, etc.) on est amené par la voie du prolonge- 
ment analytique ou par la construction d’opérations de types diffé- 
rents (Borel) ou par idée d’analogie (Laguerre, Stieltjes), à faire suivre 
l'anneau fondamental d’une suite de plusieurs autres de même forme 
ou de forme différente; nous dirons que nous avons construit une 
chaîne. 

On peut indiquer quelques conditions @ priori pour qu’une chaine 
soit bonne : 

1° Elle devra présenter la plus rapide extension; c’est-à-dire que, 
pour faire connaître la fonction, la chaine devra comprendre le plus 
petit nombre d’anneaux possible. Ainsi une fonction analytique étant 
définie par un noyau taylorien, la chaine qui lui correspond peut être 
formée de deux anneaux; le premier étant la série de Taylor initiale 
et le second une série de fractions rationnelles ou de polynomes de 
MM. Runge, Painlevé ou Hilbert, valable dans tout le domaine d’exis- 
tence de la fonction analytique envisagée ; 

2° Elle devra représenter clairement l'ensemble des singularités 
sur les formules mêmes de ses anneaux; 

3° Elle devra satisfaire autant que possible à la moindre déforma- 
tion paramétrique; c’est-à-dire qu’en passant d’une opération à une 
autre de la chaîne, les coefficients de la première doivent être mis en 
évidence et aussi simplement que possible sous les signes fonctionnels 
figurant dans la seconde de ces deux opérations. 
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Ceci se présente quand on passe par exemple d’une intégrale de 
Cauchy à la série de Taylor correspondante ou d’une série de Maclaurin 
initiale au développement de Mittag-Leffler correspondant; les coefli- 
cients d’un développement (M) sont en effet des fonctions linéaires 
et homogènes des coefficients du noyau taylorien initial. 

On pourrait encore indiquer d’autres conditions intéressantes; nous 
nous arréterons aux trois premières pour le travail présent. 

Placons-nous dans le casbien net où le premieranneau d’une chaine 
est une série de Maclaurin 


F(s) => Anis, 


prendre comme second anneau un développement (M) c’est tenir 
compte à peu près des conditions extrêmes; mais la deuxième condi- 
tion n’est aucunement remplie. ; 

En d’autres termes, il faut limiter la généralité de l’anneau initial si 
l’on veut avoir une chaine où les trois conditions précédentes soient 
remplies. Les représentations tout à fait générales que l’on connaît 
des fonctions analytiques (Painlevé, Runge, Hilbert, etc.) ne satisfont 
pas aux exigences naturelles d’une bonne chaîne, à cause même de 
leur généralité. 

I] nous reste à voir comment nous pouvons diminuer la généralité 
de l’anneau initial et quelle forme nous choisirons pour la chaine afin 
de satisfaire pleinement à la seconde condition et aussi bien que pos- 
sible aux deux conditions extrêmes en même temps. 

Dans ce Mémoire nous prenons comme anneau initial une série de 
Taylor 


F(s) =A (A) re 
Les coefficients A(z) serontd’autant mieux groupés que l’on pourra 
fixer immédiatement une fonction analytique 
A(x) 


admettant ces coefficients pour ses valeurs suivant la suite des 
nombres entiers positifs. Ce sera là une manière préalable de satis- 
faire à la troisième condition. 
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Comme nous l’avons déjà rappelé, les travaux de M. Borel ont montré 
qu'une telle fonction A(æ) existe toujours (il y en a d’ailleurs une 
infinité). 

En général, il nous faudrait construire de telles fonctions. Nous 
nous placerons dans le cas où la construction est faite d'elle-même, 
c’est-à-dire qu'il suffit de remplacer dans le terme général 


A(7) 


m par æ pour avoir la fonction cherchée. Cette simplification dans le 
probléme que nous avons en vue est toute naturelle lorsque les coef- 
ficients A(z) ne sont pas donnés numériquement. 


Tant que 
D (n) 5” 


a un rayon de convergence fini non nul, on peut supposer, sans dimi- 
nuer aucunement la généralité des données de l’anneau initial, que 
cette série a pour rayon de convergence l’unité, tout en étant valable 
sur le cercle de rayon un ayant l’origine pour centre. 

Le problème fondamental que nous voulons résoudre est le suivant : 


Étant donnée la fonction A(x), en déduire l’ensemble des points sin- 


guliers de la fonction F(z). 


Ce problème n’a vraiment de sens que si F(s) est analytique. Nous 
supposerons tout d’abord que le cercle de convergence de F(z) n’est 
pas une coupure pour cette fonction. 

Une proposition de MM. Pringsheim et Borel montre immédiate- 
ment qu'on ne peut supposer A(a) la plus générale possible, sans 
que par ce seul fait le cercle de convergence de F(z) ne devienne une 
coupure pour cette fonction. 

A priori nous ne pouvons supposer A(x) tout à fait générale; cepen- 
dant nous avons à nous placer dans des conditions préalables asse, 
générales. Il convient de fixer quelques-unes de ces circonstances. 

L'ensemble des coefficients 


A(t), «1+, A(n) 
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n’a d'influence véritable sur l’ensemble des points singuliers de F(z) 
que pour les valeurs infinies de n. Le point à l'infini de A(æ) doit 
donc jouer un rôle essentiel dans la recherche des points singuliers 
de F(z). C'est ce que nous verrons d’une façon plus précise tout au 
long de ce Mémoire. 


Nous montrerons de quelle manière les points singuliers de F(z) sortent 
du point singulier à l'infini de A(x). 


Introduction de la représentation exponentielle générale. 


Les principaux résultats relatifs à cette représentation ont été con- 
densés dans une Note des Comptes rendus (26 mai 1902), mais les dé- 
monstrations qui s’y rapportent n’ont pas encore été données; nous 
nous y arrêterons donc quelques instants après avoir montré comment 
une telle représentation s’introduit d'elle-même dans la recherche des 
points singuliers d’une fonction définie par une série de Taylor. 

Considérons une fonction analytique F(z) et désignons par C un 
contour aussi voisin que l’on veut de l’ensemble des singularités de 
cette fonction, sans être infiniment près de cet ensemble (Journal de 
Mathématiques, 1902), de telle sorte que F(z) garde une valeur finie 
sur C. Si l'infini est point singulier on-en approchera autant que l’on 
pourra suivant les directions asymptotiques où F(z) devient infinie; 
s’il existe sur le cercle de l'infini des ares sur lesquels F(z) est finie, 
on complétera par ces ares le contour d’approximation; si ces ares 
n’existaient pas on suivrait le point essentiel à l'infini au moyen d’une 
ligne à distance finie (cas du pôle). 

En faisant usage d’un tel contour C, deux circonstances se présen- 
teront à son égard. 

Si l'infini est régulier nous écrirons, pour toute valeur z non sin- 


gulière, 
1 (E(t) dt 
F(s)= 1G f GUS +a, 
Lee 


a désignant la valeur de F(s) à l'infini. 
Si l'infini est point singulier, en faisant usage du contour C modifié 
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A 


comme il vient d’être dit, la formule précédente se réduit à 


2 


0 F(t) dt 


7 ami ce t—3 


dans ce dernier cas C peut être considéré comme suivant d’ aussi près 
que l’on veut les points singuliers de F(s). 

En admettant que le premier cas est moins général que le second, 
c’est la seconde formule qui nous fournira notre point de départ pour 
exposer la méthode exponentielle. 

Supposons que nous cherchions, en nous servant de l'intégrale 
précédente, la série de Taylor qui représente F(z) au voisinage de 
l'origine, autour de laquelle cette fonction est holomorphe. 

Nous écrirons dans ces conditions : 


HO LE (3) dt. 


Le coefficient A(z) se présente ainsi sous la forme 


A(n)= ae (5) ae. 


La fonction A(a) s’écrit immédiatement 


(1) A= {oP (5) #. 


Nous lobtenons sous forme d'une somme d exponentielles. 


Dans certains cas d’ailleurs, la définition même de /(z) peut con- 
duire aux développements exponentiels par série; il en est ainsi, et 
dans des conditions très larges, lorsque /(z) est donnée par des séries 
de fractions rationnelles, telles que 


DT (aS) 
Ar — Z 


où Ÿ 2 est absolument convergente. La fonction A(x) se met sous la 
«y 
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forme 
(2) Ate) = (2) 


Les développements exponentiels se sont présentés bien des fois en 
d’importantes questions d’Analyse, comme la théorie des fonctions 
simplement ou doublement périodiques et la représentation d’inté- 
grales d'équations différentielles par la méthode de Laplace (") ou par 
le procédé des déterminants infinis [méthode de Hill, Poincaré, 
Bulletin de la Société mathématique, t. XIV]. Ces développements 
sont liés aussi à des travaux se rattachant au calcul fonctionnel dis- 
tributif (Pincuerte, Math. Annalen., t. XLIX). Ils se sont présentés, 
implicitement tout au moins, en des questions analogues à celles qui 
nous occupent dans les œuvres de Laguerre (aussi Hermite, Cours 
lthographié) dans le Mémoire de Stieltjes (Annales de la Faculté des 
Sciences de Toulouse, 1894-1895 ), dans le Mémoire de M. Borel, sur les 
Séries divergentes et dans celui de M. Le Roy (A. F.S. de Toulouse, 1900). 
Je m'étais servi de la méthode de Laguerre dans ma Thèse (1897), et 
dans plusieurs Notes des Comptes rendus. 

L’importance des développements exponentiels ne parait done pas 
douteuse; on pourrait dire qu’elle est naturelle si l’on considère le 
rôle considérable tenu par cette fonction en Analyse et rempli à beau- 
coup d’égards par la propriété 


9 (@ + a) = 9(2x) 9(a). 


A une fonction f(s), c’est-à-dire à un ensemble (C) ou (a,) de 
points singuliers, correspond un développement exponentiel (1) 
ou (2). 

Réciproquement un développement exponentiel donné de A(æ) fait 
connaitre pour F(z) une aire à l'intérieur de laquelle cette fonction 
est holomorphe; l'ensemble des singularités de F(s), en tous cas, se 
trouve limité. Il reste à chercher une approximation qui soit très 
avancée, c’est-à-dire aussi bonne que possible, de cet ensemble. 


(1) Poincaré, American Journal of Mathematics; Picarn, Traité ad’ Analyse, 1. WI. 
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, BEN nee , , ° . , 
D'une manière plus précise, étant donnée a priori la fonction 
A(æ), 


nous devons en chercher une représentation exponentielle (en la sup- 
posant possible) 


A(z)=Ÿ Bache 


telle que l’ensemble (a*:) se rapproche le plus possible de l’ensemble 
des points singuliers de F(z). 
Nous avons dit que nous ne pouvions pas prendre 


A(z) 


quelconque, qu’il fallait en un mot limiter la généralité d’une telle 
fonction; d’avance, d’ailleurs, nous savons à peu pres que le point à 
l'infini de A(a) jouera un rôle exclusif dans la détermination de l’en- 
semble (E) des singularités de F(z). Nous supposerons donc que (E) 
est tout à fait quelconque à distance finie; il nous restera à distinguer 
plusieurs circonstances, de plus en plus générales, du point à l'infini 
dans A(x). | | 
Nous n’examinerons pas le cas où l'infini est régulier. M. Leau 
(Journal de Mathématiques, t. V) a montré que la fonction F(z)ne 
possède alors dans toutle plan comme pointsingulier que le pointz=1. 
Le cas où l'infini est pôle ne présente aucune difficulté et se ramène 
immédiatement au précédent, en remarquant l'identité 


A(æ)=b;2+...+b+M(x) 
où H(a) est régulière à l'infini. Comme chacune des séries 
DUDES 
n=0 


représente une fraction rationnelle ayant un unique pole z= 1, la 
fonction F(z) ne possède encore dans ce cas qu'un point singulier 
z —1 dans tout le plan. 

Nous supposerons done que la fonction A(x) possède un point 
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singulier essentiel à l'infini. Nous envisagerons deux circonstances 
: . 
principales de cette fonction en ce point : 


I. La fonction A(æ) est holomorphe à l'infini dans un angle quel- 
conque de 180° au moins, comprenant l’axe des quantités réelles 
positives. 

II. La fonction A(a) est holomorphe à l'infini dans un angle quel- 
conque à l’intérieur duquel se trouve l’axe des quantités réelles posi- 
tives. 

Dans ces deux cas, nous partons de l’axe des quantités réelles posi- 
tives. Comme nous pouvons supposer que la série de Taylor 


F(s) A) Bie 


a un rayon de convergence au moins égal à l'unité, nous nous placons 
dans le cas où cette série converge pour s = 1. Dans ces conditions 


A(æ) 


tend vers zéro à l'infini suivant le demi-axe des quantités réelles posi- 


tives. 


Nous partons de là : 
A (x) 


tend vers une valeur finie (nulle même) dans la direction de l'axe X 
des quantités réelles positives. Nous pouvons faire quatre hypothèses 
principales par rapport à cet axe dont le rôle a priori est essentiel dans 
l'existence de l’ensemble (E) des singularités F(z) : 

1° I] n’existe aucun angle, si petit soit-il, comprenant X, où A(x) 
soit holomorphe à l'infini. 

En envisageant une somme quelconque d’exponenticlles 


il est naturel de considérer ce cas comme étant le plus général ; 
2° Il existe un angle fini comprenant X, où A(æ) est holomorphe 
à l'infini ; 


* 


“. 
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3° Cet angle fini est au moins égal à 180°; 

4° La fonction A(x) est holomorphe à l'infini dans l’angle de 180° 
formé par l’axe des quantités imaginaires (l’axe X se trouvant à l’inté- 
rieur d’un tel angle). 

Nous verrons que le premier cas seul peut correspondrea une fonc- 
tion analytique générale; nous arriverons à cette conclusion par 
l'étude des trois derniers cas; nous remarquerons que, dans chacun 
de ceux-ci, il existe un angle fini comprenant l’axe des quantités 
réelles positives où A(z) est holomorphe à l’infini; par suite, dans 
chacun de ces cas, i existera un angle fini, dont le sommet S est 
sur X, comprenant la portion de X qui s'étend de S à l'infini, la fonc- 
tion A(x) étant holomorphe à l'intérieur de cet angle que nous desi- 
gnerons désormais sous le nom de secteur d’holomorphisme, par abre- 
station. Il est entendu que la fonction A(x) est finie et continue sur 
les deux côtés de cet angle. | 


Développements exponentiels dans un secteur donné. 


Nous supposerons tout d’abord que ce secteur a une ouverture infé- 


rieure à 180°; c’est le cas le plus compliqué. Nous étudierons les déve- 
A(x) 


a? 


loppements exponentiels, non pas de A(z) lui-même, mais de 


en vue des recherches présentes sur les points singuliers des séries de 
Taylor. 

Soit O l’origine et A le sommet de l’angle formé par le secteur con- 
sidéré. 


Fig. 1. 


D; 


Soit encore D, AD, (fig. 1) le contour formé de deux droites qui, 


Ee 
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avec un arc de cercle C,, de rayon infiniment grand, limite une aire R 
à l’intérieur de laquelle A est holomorphe. En tout point x de R, 


cette fonction s’écrit 


A(æ)_ 1 f° A(a)dt I AG) dt 3 A(t) dt 
Fees ten Ae) all CES 


E(t— x) ont J, (Ex) 
1 2 


xv ant c E(t—x) 2TL 


La première intégrale est nulle. Il reste les deux dernières. Dési- 
gnons par « et B les arcs mesurant les angles de AD, et de AD, avec X. 
Nous écrirons l'identité précédente 
A(xæ) _ —f A(t) dt ES A(t) dt 


we ants, AL) er aTi (Ir) ee 
1 2 


/ T , TT 
en posant a = > —a, == — 8. 
Lorsque la variable x prend ses valeurs dans R, l’angle D, AD, étant 
inférieur à 180°, la partie réelle de 


(æ—t)eix 


reste toujours positive, ¢ se déplacant sur D,. 
De même la partie réelle de 


(æ—tje-if 


reste positive, ¢ variant sur D,. 
On peut écrire dans ces conditions 


0 

RITES. at 
(æ —t)e ae 
0 


I 
(æ—t)erif = f eux“ qu. 
—2 


La fonction A(x) donnée par l’identité (1) prend cette nouvelle 
forme, D, et D, étant maintenant parcourus dans le sens D, AD,, 


en le : « A(2) ial ; oA 

ae ler i A(z) 

= : u(a—t)e"™ ——* dt du + = eulæ-t)e a A( 

x ae, RE D ari J, J. nes dt du. 


| PEN te 
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Remarquons tout de suite que dans cette identité nous pouvons 
remplacer successivement x par tous les nombres entiers positifs 
dont la valeur est supérieure à un nombre entier (N — 1) supérieur, 
ou au moins égal à l’abscisse du point A. 

Ce premier développement exponentiel se simplifie dans les deux 
cas suivants du secteur d’holomorphisme, c’est-à-dire lorsque ce sec- 
teur a une ouverture au moins égale à 180°. 

Notre procédé ne permet pas de donner une représentation expo- 
nentielle dans un secteur d’ouverture supérieure à 180°; nous n’envi- 
sagerons donc une telle représentation que dans un secteur de 180°, 
c’est-à-dire limité par une droite D et un are de cercle de rayon infi- 
niment grand. 

Ici 

b=n—a, B'—=— a’, 


A) _ eix pf Bie ot AO aed. 
Dr ee 


Les deux cas d’ouverture d’angle se sépareront dans la recherche 
des points singuliers de F(z). 
Si la fonction 


A(z) 


est holomorphe à l’infini dans l’angle de 180° déterminé par l’axe des 
quantités imaginaires (quatrième cas), l’identité précédente est encore 


R 
plus simple, car, alors: «= =, «’=0, et 


0 
2) == al | et(x—t) sad dt du 
46 TGS ENS are t 


en désignant par D une parallèle à l’axe des quantités imaginaires 
parcourue de bas en haut: 

Ce sont là différents développements LL qui nous seront 
utiles dans la recherche des points singuliers des séries de Taylor. 

Il nous reste une dernière remarque à faire sur ces développements. 

On peut être conduit à des fonctions F(z) très générales par la 
fonction 


A(x 


428 L. DESAINT. 


lorsque celle-ci se présente sous la forme 


A(x) = ¥ As(æ) Ba(z), 


les fonctions 
A5(x) 
appartenant à l’un des trois derniers cas et les fonctions B;(x) 
étant supposées développables en séries d’exponentielles quand la 
variable x prend des valeurs réelles positives très grandes. 
La fonction A(a) se met alors sous la forme 


D. a(p, v, A) Ag(x) eXP(P,V,A) 
6, vA 


et conduit à un développement exponentiel par intégrale et série. Si 
l’une des fonctions A;(æ) admettait un pôle à l'infini, le développe- 
ment 


As (x) B(x) 
deviendrait 
Salv; v, A) wks Ag (ax) et Plt), 


A;(#) rentrant dans l’un des trois derniers cas de représentation 
exponentielle. 
Considérons à nouveau la fonction 


F(z) = A(n) 5". 


Nous nous proposons de déterminer les points singuliers de cette 
fonction, dans l’un quelconque des trois cas suivants : 

1° Le secteur d’holomorphisme de A(æ) est fini (non nul) mais 
inférieur à 180°; 

2° Ce secteur est d'ouverture au moins égale à 180°; 

3° Ce secteur comprend le demi-plan à droite d’une parallèle à 
l'axe des quantités imaginaires. 

L'introduction des développements exponentiels qui précèdent 
permet de le faire simplement. 


» 


Le 5 
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Prenons tout d’abord le premier cas. Il donne lieu à l'identité 


Az —if —ip 
Se ie CH AD dt du + : sei 10 eat A) a du 


applicable aux entiers n, supérieurs ou égaux à l’entier N. Aussi 


F(z) ay Ayia? 


eh ee 0 Ff 
Sa 2 dk f greu(n—te” p? a dt du 
2TL CAE LS t 
COS f'areue- AE aed 
2Ti us 


A 
oe Sher 
0 


L'identité précédente se transformera de la manière suivante : 


r= Date ie Srsanenn ne mY uN — ge AO at du 


n=N 


co 


eae ening ner nse? SOO) 4 qu. 


N 


Les deux sommes qui figurent sous le signe d’intégration peuvent 
se mettre sous la forme 


C2] 


ayy (a Ny erento = a Ny? (seu )" 
0 


0 
DCE + N}isreune * — AY (n HN} (cer )", 
0 0 
c'est-à-dire respectivement 
tar iar ca! ” 
2Nzeuc N°? zeue (i+ seve ) 
ek ae A eC 
(et) 1— seve Cent) 
= =ig —ig" 
Ne N° seve" (7 + zene") 
(sz, u)= 35% apne Te Sie À Nias ; 
(1 — seve ) I— zete r= sa" ) 
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Ces fonctions 9(s, u), Y(z, u), quelle que soit la valeur négative 
de u, finie ou infinie, n’admettent respectivement pour une valeur 


donnée de wu que les points 


comme points singuliers. 
Or la fonction F(z) prend la forme définitive 


> ; F 
F(s)= DAC) 5" + oat JE p(3, ujetN—-0e" M dt du 
“Dy 


2Tl 


+ v(s, uy ens? 3) ar du. 


Le second membre donne une représentation de F(z) valable dans 
le plan en dehors des deux ensembles de points 


1— seve” — 0, 

1— gene — 0, 
u variant de o à — x». Ce sont deux ares de spirale logarithmique par- 
tant du point z — 1. L’un de ces deux arcs, comme nous le montre- 
rons, est toujours à l’extérieur du cercle de rayon un. 

En dehors de ces deux ensembles de points, la représentation pré- 
cédente de F(s) est toujours valable; il suffit de remarquer que la 
partie réelle de 

(N—t)eir (¢ sur D,) 
et de 
(N—t)e-iÿ (¢ sur D,) 


est toujours positive; comme uw reste négatif, 
eu(N—He™ 


et 
el(N—O rim 


restent finis pour toutes les valeurs de wu et de 4 ici, et tendent vers 


ai 


LUE see 


LA de Cu A 0 Éd 2 


‘xl 
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zéro à la manière de é* (#4 > o) pour u infini. Enfin 


A(¢) 
TE 


admet l'infini comme racine d’ordre au moins égal à deux. Les deux 
dernières intégrales doubles n’auront donc aucun point singulier en 
dehors des deux arcs de spirale que nous venons d'introduire et dont 
les équations en coordonnées polaires sont 


p = ew SOuaT® 
= e—© cot B’ 


avec 
D VINE! (o>u>— 0) 


pour le premier arc de spirale et 


o) = wsinB’ (o>u>—o) 
pour le second. 
Placons ces deux arcs de spirale par rapport au cercle de rayon un. 
Voici les différents cas que l’on peut envisager ici, sous la condi- 
tiona+8 <T: 


1° oe alors eee 2 ee a 0, = 0 0; 
2 2 2 2 

Lo] mr T LES T 1) 

2) he PE a — O0, 5 PS 95 

3° a<— avec B<= SSO, = > B'> 0; 
T La T a TE 

0 — ie — 4 , — 0; 

4 a p 2 Sp etd RE 
Li Li LE SET 

Bo a<— pe eS ea — << B'< 0. 


5 T fs 
Dans le premier cas « <0, B’>0, a > -; l'arc A, de spirale 


— pWcota’ 
rte (o> u>—00) 


D—=— U sina’ 


est décrit dans le sens négatif à l’extérieur du cercle de rayon un. Le 
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second arc A, de spirale 


— e—wcotf y 
P LE (o> u>—o) 
wo = usin B | 
Le . , ; . 3 RE : , . ‘ a} aie H 
est décrit dans le sens négatif à l'extérieur aussi du centre de rayon 
un. À distance finie la fonction n’admet de points singuliers que dans 


une aire partant de s =: et limitée par les deux arcs de spirale A, 


et A, (fig. 2). 


Considérons le second cas. Le premier arc A, se réduit à la partie 
de l’axe des quantités réelles positives qui s’étend de s =1as =+ 2, 
comme on le voit en partant de la définition initiale de cet arc 


tar 
Do Cua 10) 


avec 
a= 0; 


si le second arc A, est décrit (fg. 3) dans le sens négatif en 
dehors du cercle de rayon un. La droite A, rencontre l’are A, en un 


Fig. 3. 


point P et la fonction F(s) n’a aucun point singulier dans l’aire limitée 
par l'arc de spirale A, et la portion AP(OA = 1) de l'axe des quantités 
réelles. 

Dans le troisième cas, les deux arcs A, et A, se déroulent tous 
‘deux à l'extérieur du cercle de rayon un, mais en sens contraire. 


db US: Me lee à — à: 
\ \ 
Ms 


s dt ad 


af. "és da nt Od de sis 


a. Hd eco TT Pee ee ds) 


A Pin the ee à dr 


— nil 
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La fonction F(s) (fig. 4) est holomorphe dans l’aire limitée par les 
deux arcs de spirale A, et A, arrêtés à leur premier point de ren- 
contre P. 


Fig. 4. 


Le quatrième cas admet une dégénérescence analogue à celle du 
deuxième cas; l’are A, se réduit à la portion (1...-+20) de l’axe des 
quantités réelles. L’arc A, se déroule dans le sens positif à l'extérieur 
du cercle de rayon un; en arrétant cet arc à son premier point de 
rencontre avec l'axe X on détermine une aire où F(s) n’a aucun 
point singulier. 

Le cinquième cas est analogue au premier, mais ici les arcs A, 
et A, se déroulent tous deux dans le sens positif; limités à leur pre- 
mier point de rencontre z =1, ils déterminent une aire où F(s) est 
certainement holomorphe; cette aire se compose du plan moins laire 
en forme de ruban dont les bords sont A, et A,, analogue à celle que 
nous avons figurée plus haut. 

En résumé, la fonction F (3) n'a jamais qu'un point singulier z = 1 
sur son cercle de convergence quand le secteur d’holomorphisme de F (z) 
a une ouverture finie (non nulle) et l’on peut obtenir son prolongement 
analytique dans une aire comprenant le cercle de rayon un, cette aire 
étant limitée par des arcs de spirale logarithmique. 


Si petit que soit l'angle (comprenant Vaxe des quantités réelles posi- 
tives) dans lequel la fonction 
| A(a) 
est holomorphe al infini, la fonction 
Fis) 2 A(n)z" 
n'admet pas son cercle de convergence comme coupure, tant que cet angle 


n'est pas nul. 


Ann. Ec. Norm., (3), XXI. — OcrTosre 1904. By) 


434 L. DESAINT. 


Considérons le second cas, l'ouverture du secteur d’holomorphisme 
étant au moins égale à 180°. Nous supposerons tout d’abord qu'elle est 
exactement égale à deux droits. 

Nous partons du développement exponentiel 


AR Sf fe ze AC) oy gy, 
ae 2 Ti Ua o 


Les deux cas d’ouverture d’angle se sépareront dans la recherche 
des points singuliers de la fonction F(s) définie par la série de Taylor 
correspondante : 


F(z) = 2A(1)s*, 


L'identité précédente qui définit A(æ), étant valable pour toutes 
les valeurs entières de x supérieures ou au moins égales à l’entier N, 
cette fonction F(s) s’écrira : 


F(s = Danes DER nigh eu(n—e™ ae 7 


n=N 


que nous transformons immédiatement ainsi : 


F(s = Same ff o(s, u)e“N—ne* AO at du 


avec 
oNs eue” N Es zene ( ale seve”) 


Pye ie 


(1 ras gene” Ne | Es ge eue” (1 wend seue* )’ 


(3, vu) = 


La fonction 9(s, w), quelle que soit la valeur négative finie ou in- 
finie de uw, ne devient infinie que pour la valeur de s : 


tar 
eu € 


La dernière identité donne ainsi F(s) par une représentation va- 
lable pour toutes les valeurs de s en {dehors de l’ensemble de points 


acy 
Ss=e-we : 


NI Te "TT 
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u prenant cette fois toutes ses valenrs réelles et négatives; il suffirait 
pour le montrer rigoureusement de reprendre la même discussion 
que nous avions déjà faite dans le cas précédent de représentation 
finale. 


La fonction F(z) a donc ses points singuliers sur l’arc de spirale 


Das eWdcota’ 


extérieur au cercle de rayon un et partant du point s=1 de celui-ci. 
Cette spirale est décrite dans le sens positif si «> 0, dans le sens 
négatif si a’ <o. 

Nous pouvons étudier aisément le cas où l'ouverture du secteur d’holo- 
morplisme de A(x) dépasse 180° : la fonction F(s) n’admet qu'un 
point singulier a distance finie. 

Il ne peut se faire ici qu'une réduction des singularités précé- 
dentes d’après la méthode même que nous avons employée. Détachons 


TES 
du secteur D, AD, le secteur D, AD: (fig. 5) d'ouverture égale à 180° 


ae 


Fig. 5. 


et faisons varier ce dernier secteur depuis sa position initale D, AD, 


PA 4 - 4 
jusqu’à sa position finale D, AD, par une rotation égale à (a + 6 — x). 
Les points singuliers de F(z) ne pourront se trouver que parmi les 
points communs à toutes les spirales 


p — eWcot ae 


x’ variant de = — « à 8 — =, c’est-à-dire pour un ensemble continu de 
; 2 2 


: oa : , ’ : 
valeurs de «’. Or, il est évident que ces spirales n'ont qu'un point 


436 L. DESAINT. 


commun 3 er (w= 0, p = 1) à distance finie. La fonction F(z) admet 
un seul point singulier à distance finie s — 1 dès que l'ouverture du 
secteur d’holomorphisme de A(æ) dépasse 180°. 

Supposons que le secteur d’holomorphisme de A(x) soit formé 
d'un demi-plan limité par une parallèle à l’axe des quantités imagi- 
naires, ce secteur s'étendant du côté de l’axe des quantités réelles 
positives. C’est un cas particulier de l’étude qui précède; il corres- 
pond à æ'= o ou a — = et constitue un cas de dégénérescence inté- 


ressant. Nous avons vu que la fonction F(z) a ses points singuliers 


sur la spirale 
ee e® cota’ 


2 9s , Le T 
sous la condition «Zo, c’est-à-dire «Z =: 


Ici a = = (a’—o); la spirale précédente se réduit à la partie de 
l'axe des quantités réelles positives qui s’étend de 5 = 1 à ++. 

A ce sujet, je rappellerai une remarque faite dans un Mémoire sur 
les points singuliers des séries de Taylor (Journal de Mathématiques, 
1902); elle consiste dans le fait suivant : 


Lorsqu'on cherche les points singuliers d’une fonction donnee par une 
série de Taylor (à rayon de convergence au moins égal à un) en tirant la 
connaissance de ses points singuliers de la fonction 


A(x), 


ul arrive que, pour des circonstances nombreuses et intéressantes de cette 
forme, la fonction considérée a tous ses points singuliers a distance finie 
sur l'axe des quantités réelles. (Page 446.) _ 


L’explication que j'en donnais se rattache à l'énoncé même des 
théorèmes exposés dans ce Mémoire; une autre explication est pos- 
sible dans le Mémoire présent après l'étude du dernier cas de dégéné- 


rescence que nous venons de faire; on peut la donner de la manière 
suivante : | 


Etant donnée une fonction analytique 


F(z)=ZA(n)s", 


— ss ee 


FO Ee Oe Tee Te ee Pe Me 
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st la fonction 
A(a) 


est holomorphe à Vinfini dans un secteur de 180° formé du demi-plan à 
gauche de l'axe des quantités imaginaires, la fonction F(z) a tous ses 
points singuliers à distance finie sur l’axe des quantités réelles positives 
étendu de z — 1 jusqu’à l'infini. 


En faisant usage du théorème de M. Hadamard, les résultats qui 
précèdent sont susceptibles de montrer jusqu’à quel point l’ensemble 
des points singuliers d’une fonction analytique F(s) donnée par une 


serie de Taylor 
F(z)=2A(7)s" 


est défini d’une manière imprécise par la forme du coefficient 
A(n). 
« Étant donnée une fonction analytique 
Wes 3 a(n’) 2”, 


on ne change pas son ensemble de points singuliers, à Vinfini pres, en 
multipliant le coefficient 


a(n) 


par une quantité de la forme 
A(n) 


où A(x) est holomorphe à l'infini dans un secteur d’holomorphisme 
d ouverture supérieure a 180°, la série 


<4 


ZA(n)z" 


n'étant d ailleurs pas entière. » 


La fonction 
Bj (2) =24 (2) A(2)z" 


a pour points singuliers ceux qu’on obtient en multipliant chaque 


oint singulier de 
; : F(z) =2a (n)z" 
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par l'unique point singulier z— 1 (s = étant réservé) de 


SENS lA 


D'après une des propositions précédentes, la fonction (=) pos- 
sède, à distance finie, un seul point singulier au plus, s=1; et d’ail- 
leurs ici elle le possède puisque cette fonction n’est pas entière. 

ll resterait à justifier le point suivant : 

Une fonction 

A(x) 
peut-elle étre holomorphe à l'infini dans un secteur d'ouverture supérieure 
à 180° et la fonction 


f(s)=ZA(R})z" 


n'être pas entière? 


La réponse est simple. Si f(z) est entière pour une forme de A(z), 
posons 


B(æ)=A(æ) + =; 


la fonction B(x) est holomorphe à l'infini dans le même angle que 


A(a), et 
f(:)=2B(x)z 


admet s =1 comme point singulier. 
La proposition qui précède peut se compléter par la suivante : 


Étant donnée une fonction analytique 
F(z)=Za(n)}st, 


on ne change pas son étoile (à l'infini pres) en multipliant le coefficient 


a(n) 
par la quantité 
A(n), 
ou 
A(2) 


est holomorphe à l'infini _ milé à 
phe à l'infini dans un demi-plan limité à gauche par une 
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parallele à Vaxe des quantités imaginaires, la série 


ZA(n)z" 
n'étant pas entière. 


La démonstration qu’on aurait à en donner est tout à fait analogue 
à la précédente; il conviendrait d'appliquer le théorème de M. Hada- 
mard combiné avec le cas de dégénérescence de l'étude qui précède. 

Il est aisé, avec les résultats auxquels nous sommes arrivés dans 
ce Mémoire, de généraliser les deux théorèmes principaux d’un tra- 
vail antérieur (Journal de Mathématiques, 1902). 

Le premier de ces deux théorèmes (p. 435) s’étendra dela manière 
qui suit : 


Sout F(z) une fonction donnée par une serie de Taylor h 


Pit) == 2a( nye"; 


valable a l'intérieur d'un cercle de rayon supérieur à 1 et soient 


des fonctions holomorphes à l'infini dans des secteurs comprenant l'axe 
des quantites réelles et d ouverture supérieure a 180°. 
St la fonction de p + 1 variables 


TN Ua ne hf) 


est holomorphe au voisinage de l’origine (x =0, y =0,...,#=0), la 
fonction 


®(2)= y[atn, er +) | Se (hes) 


n'a pas d'autres points singuliers (sauf s = 1,4, k?,... et æ) que les points 
obtenus en multipliant entre eux, detoutes les manières possibles, les points 
singuliers de F(z=) et en prenant les homothétiques des points obtenus 
dans le rapport de 1 ak, k’,.... 


. ANR 


: , | , 4 * dl _ 
wa a ea. yen eee 
La seconde proposition (p. 431) se transforme 


. 


Etant donné un nombre quelconque de fonctions 


1 | Fy (s) = 2a, (n)2", 
F, (2) = 2a, (n)3", 


Fm) Zab(n)z", 
valables à l’intérieur d’un cercle de rayon supérieur à l'unité, et soient 


fo » nh 
ers | 
A ao 
{ 
q fonctions holomorphes à l'infini dans des secteurs comprenant l'axe 
des quantités réelles et d'ouverture supérieure à 180°. 
Si la fonction de p + q variables 


TNE PG ~s> w) 


est holomorphe au voisinage de l’origine (x = 0, y= 0, ..., W=0), la 
fonction 


©(2)= fan, ony a(n), 20,20, MTS kn 


n'a pas d'autres points singuliers (sauf s=1,k, k*, ... et ©) que les points 


obtenus en multipliant entre eux de toutes les manières Peon les points 
singuliers des p fonctions 


Hi(s); -., F5) 


et en prenant les homothétiques successives dans le rapport de 1 à k des 
points ainsi formés — 


Remarque. — Si les fonctions 


F(z), OT) F,(s) 


ee , 


pe is dons”, À te DD à à tt el Le DE de NS LS SR SR SN dt den do 
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ont tous leurs points singuliers réels, la série de Taylor 


Ps)= Ds] alm), a(n), 200, Me Gen 


a (ous ses points singuliers (sauf s = +) réels aussi. 


Etude d’une singularité essentielle. 


Les résultats que nous avons exposés ici ont fixé les rapports qu’il 
y avait entre les circonstances d’un point singulier essentiel et les cir- 
constances d’un ensemble de points. Nous sommes partis du point 
singulier essentiel à l’infini de 


A(æx) 
pour aboutir à l’ensemble E des points singuliers de 
F(s)=ZA(n)z": 


Par la méthode que nous avons employée, les qualités d’un point 
singulier essentiel se trouvent développées sur un ensemble de 
points E. C’est là certainement une remarque qu'il convient de faire 
en vue de la théorie générale des fonctions, l'étude d’une singularité 
essentielle étant toujours difficile et les théorèmes généraux qui s’y 
rapportent assez rares. 

La méthode de représentation exponentielle et ses applications aux 
séries de Taylor constituent un procédé d’étude intrinsèque du point 
singulier essentiel d’une fonction. 

Nous venons de rappeler que les propriétés du point essentiel de la 


: fonction 


se trouvent appliquées sur un ensemble de points E d’une fonction F (=) 
donnée par une série de Taylor. Or des méthodes différentes de la nôtre 
fixent des propriétés de l’ensemble E, et, par suite, les propriétés corres- 
pondantes du point singulier essentiel de 


A(x), 
d'après la donnée de l’ensemble dénombrable 


MCN Nes) a,  ALTO)S os “(MPS Ny) 
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des valeurs de A(x) pour les grandes valeurs entières et positives de la 
variable. 
La proposition suivante est ainsi le point de départ de nombreuses 
propositions sur l’existence d’une fonction autour d'un de ses points 


singuliers essentiels : 


Etant donnee une fonction 
: A(@) 


admettant Vinfini comme point singulier essentiel, mais restant finie pour 
les grandes valeurs entières positives de x : 


1° St la fonction 
F(s) = ZA(n)s” 


admet un point singulier a distance finie en dehors de z — 1, la fonction 
A(a) admet, autour de l'axe X des quantités réelles positives, un sec- 
teur d’holomorphisme d'ouverture au plus égale à 180° ; 

2° Si F(z) possède parmi ses points singuliers deux points non situés 
sur une même spirale partant du point = =1, la fonction A( a) possède 
autour de X un secteur d ‘holomorphisme d'ouverture inférieure a 180°; 

3° StF (s) possede, sur le cercle de rayon un, des points singuliers dif- 
ferents de z= =1, la fonction A(x) n'admet autour de X aucun secteur 
d’holomorphisme d'ouverture si petite soit-elle. 


Remarque. — Il convient de retenir que les spirales, dont il est ici 
question, satisfont aux conditions p =e”, 9 > 1, et que ces conditions 
sont suffisantes pour les définir. 

De la premiere partie de ce théorème général on peut déduire avec 
facilité le corollaire suivant : 


Lorsqu'une fonction 
A ( Z), 


présentant l'infinicomme point singulier essentiet, prend, pour les grandes 
valeurs entières positives de la variable, l’ensemble dénombrable de valeurs 


représentées par 
Afni=e tac), 


re = bd 4 ‘ . 
a(n) restant finie et non nulle (x étant un nombre à partie reelle post- 


as 
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live), cette fonction admet autour de l'axe X un secteur d’holomor- 
phisme d'ouverture au plus égale a 180°. 


Il suffit de remarquer que la fonction 
Be F(2)=2ZA(n)s? 


4 admet certainement le cercle de rayon é* > 1 comme cercle de con- 
_  vergence, et, par suite, possède sur ce cercle au moins un point sin- 
gulier. 

La seconde partie du théorème général, dont nous venons de faire 
usage, admet ce corollaire : 
= Quand une fonction 
3 A(x), 
4 qui admet l'infini comme point singulier essentiel, prend, pour les grandes 
EE valeurs entières et positives de x, l’ensemble de valeurs 


An) = A tr) ee ine@ Alin) Le *" a(n), 
où : 
gg 1 a>u>r>o,r, u, « étant des nombres réels ; 
2 2° a(n), A,(n), A,(n) restent differents de zéro à l'infini; 
3° a(x), A,(x), A,(æx) admettent Vinfini comme pôle ou point ré- 


à gulier. St 
: s+2knr .v+2k,n 
MA u 


2 


+ la fonction A(x) admet autour de l'axe X un secteur dholomorphisme 
d ouverture inférieure a 180°. 
Nous construisons la fonction 
F(z) = 2A(n)s". 
Elle s’écrit 
F(Z) = Se ("92 A, (n)zt+ De“ n A, (n)s"+ Le a(n) 2”. 
Les deux séries 


AO eee A (7) 6", 
Ai (4) — Die ere AS (7) gl 
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ne peuvent respectivement admettre, d’aprés le théoréme fonda- 
mental de M. Hadamard, que les points singuliers 


el+ts et (Gates or 


elles les admettent d’ailleurs, puisque A,(7) et A, (7) sont différents 
de zéro et que, par suite, pour /, (5) et /,(s) les cercles de rayon , 


ely etaces 


sont certainement cercles de convergence. 
Les deux points 
e"+is at eutie, 
à cause des conditions 


sak. 0--2k,@ 
e105 ——— 2; 
r (24 
sont situés au delà du cercle de rayon un et n’appartiennent jamais à 
une même spirale issue du point z =1. 
Quant à la fonction 


Jia SE ane 


comme elle admet pour cercle de convergence un cercle de rayon au 


moins égal à 


x 
e >’ 


et, par suite, supérieur aux modules de 


e'+is et et+iv 


les points singuliers de /,(z) ne peuvent se réduire avec ceux de 
Ji (2) et fs). 


La fonction F(s) admet certainement comme points singuliers 


er+is et eure. 


ces deux points n’étant pas sur une même spirale issue de s =1, la 
deuxième partie du théorème général auquel nous faisons appel 
montre que la fonction 

A(æx) 


un db ‘ntm 17 LE 


TS" 7 


wer ie 


LA À An, 


6e te ii 


7. << wee à bu Ms né dé: da dé ee ta Red re i es, DA 
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ne peut admettre autour de X qu’un secteur d’holomorphisme d’ou- 
verture inférieure à 180°. 

La troisiéme partie du théoreme général admet un corollaire dont 
9° t = © 
l'énoncé est bien simple : 


Lorsqu'une fonction 
A(æ) 


admet l'infini comme point singulier essentiel, A(n) restant fint ou 
n'ayant, pour n infini, réel et positif, qu'un pôle ou zéro d'ordre fini de 
multiplicité, si 
A(n-+1) 
A(n) 


admet une limite différente de un lorsque n augmente indéfiniment, la 


fonction 
A(z) 


n'admet autour de l’axe X aucun secteur d ‘holomorphisme d’ ouverture 
finite, st petite soit-elle. 


I] nous suffira de considérer la fonction 
F(z)= ZA(n) 3". 


Elle admet le cercle de rayon un comme cercle de convergence; or, 
d’apres une proposition de M. Fabry, le rapport 


A(n +1) 
A(n) 


tendant vers une limite x,, le point a, est singulier. La limite x, 
étant différente de un, la fonction F(s) possède, sur le cercle de 
rayon un, ce point 2, différent de æ =r. D'après la troisième partie 
du théorème général qui précède, la fonction A(x) n’admet autour 
de X aucun secteur d’holomorphisme d'ouverture finie. 

Le dernier corollaire auquel nous venons d’arriver rattache l'étude 
intrinsèque du point singulier essentiel au théorème de d’Alembert 
sur les séries, et ramène des questions de la théorie générale des fonc- 
tions à des propositions d’Algebre élémentaire. 
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NE | 
Ainsi toute fonction qui prend, pour | les grandes vale 


| positives de la variable, la suite de valeurs are Af 
sy Nee ars eee ae = 
= | iy ‘ 4 : in 5 a 
| ; 8 
n’admet à l'infini, autour de X, aucun secteur d’ holomorphisme d'ou- 
ce | verture finie si petite soit-elle. | ESS 
Nous pouvons élargir cet exemple : % 7 
Le Lorsqu'une fonction v4 


prend, pour les grandes valeurs positives entières, la suite des valeurs | 
(—1)" f(r), 3 
| où f(n) est une fraction rationnelle de n, la fonction 
A(x) 
_ nadmet autour de l'axe X aucun secteur d’holomorphisme d'ouverture 
; finie. 
Cette dernière proposition n’est elle-même qu’un cas particulier 
d’un théorème plus général : | 


Quand une fonction 


- >= A(æ) 

LE 

De prend pour les grandes valeurs entières positives de la variable la suite 
de valeurs 


c ia Ain) = na? f(n) (k ae 


x, Étant une imaginaire de module un, et f(n) tendant vers une limite 
pour n infini, cette fonction 


A(x) 


n admet autour de l'axe N aucun secteur d ‘holomorphisme d’ ouverture 


fume. 


Les quelques propositions qui précèdent permettent de préciser un 


_ “So 


=a". = | eo ee de À 


so 
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peu la nature d’une fonction au voisinage d’un point singulier essen- 
tiel quand la fonction considérée est connue par un ensemble dénom- 
brable de valeurs qu’elle prend le long d’un rayon qui aboutit au 
point singulier essentiel. 

Jusqu'ici ce rayon était l’axe X des quantités réelles positives. Une 
transformation élémentaire permettrait de faire une pareille étude 
quand la fonction est donnée par un ensembie dénombrable de valeurs 
sur un rayon quelconque. 

Il ya un point d’importance capitale à signaler pour résumer la 
dernière partie de cette étude relative aux singularités essentielles. 

Nous avons la possibilité de traduire, au moyen des trois proposi- 
tions fondamentales qui précèdent (p. 442), un théorème relatif aux 
points singuliers des séries de Taylor, en un théorème relatif à l’exis- 
tence intrinsèque d’un point singulier essentiel. 

Il convient de plus de faire la remarque suivante : dans certains 
problèmes d’interpolation générale dont M. Borel a donné la solution 
(Mémoire Sur les séries divergentes), il s'agit de trouver une fonction 
prenant des valeurs données pour un ensemble donné et dénombrable 
de valeurs de la variable, qu’on peut supposer se réduire à l’ensemble 
naturel 1, 2,...,n,.... La fonction ainsi définie est indéterminée en 
ce sens que le problème d’interpolation générale qui précède com- 
porte une infinité de solutions. Cependant, toutes les fonctions pre- 
nant les mêmes valeurs pour la suite des nombres entiers 1, 2, ..., 
n, ... peuvent-elles se rattacher entre elles par une propriété com- 
mune, par exemple d’après leur existence à l'infini? 

Les théorèmes qui précèdent répondent par l’affirmative et don- 
nent une propriété qui leur est commune, d’après les valeurs 


A(n) 


que ces fonctions prennent pour les nombres de la suite 1, 2,..., 7. 

Enfin, pour résumer ce travail, remarquons à sa base la décompo- 
sition d’une singularité essentielle complexe, en une somme (ici en- 
semble continu) de singularités essentielles élémentaires (exponen- 
tielles); mais nous n'avons effectué qu'une décomposition élémentaire 
aréolaire (par fonctions admettant un secteur d'holomorphisme non nul 
autour de X). 


se trouveraient en FR Fine avec ane profonde 
fonction autour d'un point singulier essentiel. 

Nous n’avons pas encore assez d'éléments à l'heure actuelle pour Fs 
entreprendre une telle recherche. 
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SUR LA 
REPRESENTATION ASYMPTOTIQUE 


SERIE DE FACTORIELLES, 


Par M. Nrezs NIELSEN, 


A COPENHAGUE. 


I. — Formules générales. 


Dans des publications récentes (') j'ai étudié une série de facto- 
rielles de cette forme 


S=—='® 


(1) Q(z)=YŸ ee Pst 


Wai ets) 


s=0 


où les coefficients 5, sont indépendants de x, pourvu que |x| soit une 
quantité définie, tandis que j’aisupprimé par principe le cas contraire. 
Or, comme nous le verrons dans les pages suivantes, la série (1) pos- 
sede des propriétés intéressantes pour de telles valeurs de | 2] aussi. 

Pour étudier dans ce cas la série (1) nous avons à prendre comme 
point de départ deux formules élémentaires, savoir cette identité de 
Schlémilch 


‘ <a cr” x 
(2) a ree a te) 


(1) Comptes rendus, 30 déc. rgot et 20 janv. 1902. Annales de l’École Normale, 
3e série, t. XIX, 1902. Je cite toujours ce dernier Mémoire en écrivant simplement dans. 
le texte le numéro de la page du Volume susdit dont il s’agit. 
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où nous avons posé pour abréger 


| a COP ae, 
(ais) Are ae et) aes ose: 


tandis que les coefficients C/, sont les nombres de Surling, savoir les 
nombres positifs entiers définis à l’aide de cette identité 


(3) a(x+1)...(@+ q—1)=O)27+ C2 ir... + Cra; 
c’est-à-dire que C’ est la somme des (7 ce ) produits contenant p fac- 
B 
teurs différents qu’il est possible de former des nombres 
1,042, Gs ee le 


La formule (2) se démontre simplement en différentiant (r— 1) 
fois, par rapport à « cette formule élémentaire de Starling 
s=n—1 


I a a(a+i)...(a+s—i1)  a@(a+t)...(a+tn—1) 1 
aa > x(x2+1)...(2+5) RTE NS VEN Pare eee 


et en posant ensuite « =o. 

Quant à la seconde formule élémentaire susdite, elle est inverse 
de (2); on peut l'obtenir en appliquant sur les termes du second 
membre de cette identité bien connue 


Pal HOT r I in I 
een (ses (= 


la série géométrique ordinaire 


J I D) 2 — n—1 pn—1 3 N pn 
Rd ae send a ca Pe a ee 
T+ p 10) Mtge D ae Le T0 


ce qui donnera ce développement en série de puissances négatives 


I PAST 
(4) L(2+1)...(e+r—d) =>) CE Bante 


s=r 


4 
à 
} 
; 


sh » à 
LI 


=e ee Pe Te 0h a 


eS 
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où nous avons posé pour abréger 


S—=r— 2 


COS EEE 2e 


æ'(r — 1)! LE pi Si 


tandis que les coefficients €7,, se présentent sous cette forme 


(©) eu = 5, [(T)ar COTES EEE COR 


Cela posé, prenons comme point de départ la série de factorielles(1), 
convergente, pour que R(x) > A (p. 421), puis mettons 


s=n 


bs 
(0 OE ee re eB Ne); 


Sit 


une transformation à l’aide de (4) effectuée sur les 2 premiers termes 
du second membre de (6) donnera cette autre représentation 


eee On 
(7) ee na cher) 
où nous avons posé pour abréger 
(7 bis) R, (2) == B,(x) ai b,Bno(2) Se. ore Ue Dp 2), 


tandis que les coefficients a, se déterminent à l’aide de ces formules 


8 Qi == 01, 
p= bp €2— bn Gh have + (1) OS. 


Supposons maintenant que æ soit un point tres éloigné du domaine 
de convergence de Q(x), mais non situé sur l’axe des nombres 
négatifs; si Q(a) est convergente dans toute l’étendue du plan, nous 
aurons évidemment cette valeur limite 
(9) Dna [0 Pe nl =O 

[| 0 

Remarquons ensuite qu'une fonction ne peut être développée en 

série asymptotique que d’une seule façon; nous aurons ce théorème 
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. à , CA . 9 * . 
général où le signe » désigne une égalité asymptotique d’après la 
définition de M. Poincaré (') : 


I. Sila fonction (1) est développable en série de puissances negatives 
“y ‘ . roe , . \ , . ë 
entières de x, les coefficients de cette série se déterminent à l'aide de (8); 
dans le cas contraire nous trouverons cette série asymptotique 
ay a An 
(10) Qt) + ste ton 
qui est certainement valable dans tous les points trés éloignés du domaine 
de convergence de la serie (1), à l'exception peut-être des points situés 
sur l’axe des nombres négatifs. 


Nous avons à remarquer que la série asymptotique (10) peut être 
applicable dans des points situés en dehors du domaine de conver- 
gence de (1), comme le montrent clairement les deux séries asympto- 
tiques particulières (20) et (21). 

On voit du reste que la première partie du théorème I peut être 
considérée comme l’inverse de la proposition quej’ai démontrée con- 
cernant la méthode de Stirling (p. 437). 

Quant à la seconde partie du théorème I, savoir qu'une fonction 
développable en série de factorielles a toujours la méme série 
asymptotique dans tous les points très éloignés du demi-plan situé à 
droite de l’axe des nombres purement imaginaires, l’inyerse n'est pas 
vrai. En effet, il est très facile de construire des fonctions qui ont 
cette propriété sans être développables en série de factorielles conver- 
gentes pour des valeurs finies de | 2|. 

Ce résultat négatif concernant l’inversion de la seconde partie du 
théorème I est assez intéressant, parce qu'il montre que la condition 
susdite nécessaire, assez étroite, relative à la série asymptotique, n'est 
pas suffisante pour rendre développable en série de factorielles la 
fonction en question. 

Considérons maintenant d’un autre point de vue le théorème I en 
remarquant que toutes les fonctions développables en série de facto- 


(1) Acta mathematica, t. VII, 1886, p. 297. 


ARE | 


ne sé Dole d'in dat nt D an 6 à Dés à es sde ESS 


VY 
\ 
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rielles de la forme (1) doivent se présenter sous cette forme intégrale 
(Gea) Q(z) AE ite ae. U(x) >0, 
0 


ou f(z) est holomorphe aux environs de =o, de sorte que nous 
aurons ce développement en série de Taylor : 


(11 bis) f(t) Sa+ t+ See. + 


ay (use 


an 
(n—1)! 


où les coefficients a, sont précisément ceux que nous avons définis à 
ie 
l’aide de (8) (p. 438). 

Cela posé, introduisons dans (11) l’expression (11 bis), puis inté- 
grons terme à terme, nous aurons 


a a a, 2 
(12) Oya Sea ref R,(t) e- dt, 
“0 


ce qui donnera immédiatement cet autre théorème : 


Il. Pour la fonction Q(x) développable en séries de factorielles, la 
formule (12) donnera la série de puissances négatives entières, si un tel 
développement est possible, sinon la méme formule donnera la serie 


asymptotique de Q( 2). 
Supposons encore donnée cette série asymptotique 


ay a, an 
(13) SL 07 ghee 
valable pour les points tres éloignés d’une certaine ligne droite pas- 
sant par l’origine, puis appliquons sur les puissances figurant au se- 
cond membre de (13) la formule (2), nous aurons une expression de 
cette forme 


s=n 


(14) D rer ae 


Sid 


Ds Lanett 
-(@+- $—1) 


Ra(z), 


où nous avons posé pour abréger 


(shbis) Raw) = Gg Anja(@) + agAna(@) +... + GnAnn(æ), 
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tandis que les coefficients b, se déterminent à l'aide de ces formules 


(15) bi =a, 
19 3 
bu Car + Cia, +...+ Cr a. 


Or, supposons que la ligne droite pour laquelle la formule (15) est 
applicable ne coincide pas avec l'axe des nombres négatifs, nous 
aurons évidemment pour les points très éloignés de cette ligne 


(16) ey ba” Ral 2) ) ae. 08 
: | r[=oe 


cette condition remplie, nous écrivons simplement 


sn 


bs 
(17) 2) oe 


set 


et nous désignons comme série asymptotique de factorielles de Q(x) 
l'expression qui figure au second membre de cette formule; c’est- 
à-dire que nous avons démontré cet autre théorème : 


III. Une application formelle de la méthode de Stirling nous conduira 
toujours de la série asymptotique (13) à la série de factorielles de Q(x) 
si un tel développement est possible, sinon nous trouvons la serie de fac- 
torielles asymptotiques de Q( 2), valable généralement où l’est la série (13) 
elle-méme. 


Il faut remarquer maintenant que dans le premier cas le domaine 
de convergence de la série de factorielles obtenue pour Q(x) ne con- 
tient pas toujours tous les points très éloignés, où la formule (13) est 
applicable. 

Remarquons en passant que les deux systèmes d'équations algé- 
briques linéaires (8) et (15) sont inverses. En effet, déterminons à 
l’aide de (8) les valeurs des quantités b,, nous trouvons précisément 
les expressions (15) et vice versa. 

Appliquons par exemple ce principe pour exprimer une puissance 
positive entière de æ à l’aide des factorielles, l'identité 


a2 Eu). (re +n—1) = Car + Crest, C1x 
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donnera cette autre identité inverse très connue 


S=n—1 


(18) Ci > Ont ri) En Ss 7), 


s=0 


Considérons maintenant quelques applications particuliéres des 
théorémes généraux que nous venons de démontrer. 


IT. — Applications aux fonctions (2), w,(x) et B(x). 
Prenons comme premier exemple les deux fonctions de Binet : 
o1(#) = loge — W(x) = — —Dza(2); 
w (2)=logT (x) — (= :) logæ + x — log V27; 


les formules développées dans mon premier Mémoire (p. 440) 
donnent, en vertu du théorème II, ce résultat particulier : 


Ces deux séries asymptotiques 


D Se. 


25 +9 a?s+1 


(19) soe 


Bos I 
GZ) et ee + 


sont certainement valables dans le demi-plan situé à droite de l’axe des 
nombres purement imaginaires. Les coefficients B,, B,, B;, ... désignent 
les nombres de Bernoulli. 


On sait en effet que les nombres de Bernoulli croissent plus forte- 
ment que les termes d’une série géométrique quelconque, ce qui 
montrera que les deux séries obtenues de (19) pour 7 — seront 
divergentes. 


LL ci ns et À Let de sd int dés ee à dé ne Li à be sidi à bd née ee amdé HE 
IA 
i 
[=] 


VONT TANT? 


Fa = 
\ 
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Comme second exemple considérons cette autre fonction 


(2) =~ DelogB (2,2) =: |—w(Z)+w(4=*)|, 


OR | Le 
nous aurons ces trois séries de factorielles (p. 426, 455) 


so 


s! J 
pil ah, Fale sed), 25#1? 


s=0 
: rie 
iste SI —— 
8 x yi s! 4 
— | — A ) 
2 æ(T+i)....T+S) ee 
s=0 2 À 


se 


z s! CET 
B(5)-8 =) sin FE 


dont les deux premières sont valables dans toute l’étendue du plan, 
tandis qu’il faut admettre pour la troisième cette condition R(x) > o. 

Pour trouver, à l’aide du théorème I, la série asymptotique de B(x), 
considérons ces deux expressions intégrales 


4 
£t—1 © etx 
(a) = f it f dt R(z)>0; 


nous aurons cette série de puissances 


sae 


a n 
Las Ge. = Sor 1)? Tost4 vist! 
> , 


= x = 
e* —- e-* (2s +1)! ie 2° 
où les coefficients T,, T,, T;, ... sont des nombres entiers, souvent 


_dits coefficients du tangent, qui s'exprime à l’aide des nombres de Ber- 
noulli comme suit : 


22S#1(925+2 1) 


S 1 


© 
Los+: = Bian. 


Cela posé, l’identité 


x 


DPT Ee ee oo dt Né de dd din nt do) dite ee 


à dé habit 
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nous conduira immédiatement à cette autre série de puissances 


S= 


2 Le (= 1) Tess Sa 
grok De (25-1)! É 6 lel<z, 
SS 


de sorte que nous obtenons, al’ aide de II, cet autre résultat particulier 
| arguable: : 


La serie Dooce 
‘ : T. 
(20) : B(z)e te 


est valable dans tous les points trés éloignés du plan des x, à l'exception 
de l'axe des nombres négatifs. 


Appliquons maintenant les formules (8), (15); nous trouverons une 
suite de formules contenant les nombres T,,.,, CF et €}; car toutes 
les trois séries de factorielles susdites conduiront : : la série asympto- 
tique (20). Au lieu de développer ¢ ces formules numériques nous pré- 
férons donner une autre série asymptotique intéressante. 

A cet égard prenons comme point de dre les expressions inté- 
grales isdités de B(x), nous aurons 


ee : ee 2 I 
sae 4 =( i+e- ee baat 


de sorte que i définition des nombres E,, d’Euler donnera cette série 
de puissances 


t 
AO I I 1) t\2s 
Soi Se ae eee an En (5) 9 Te 


Remarquons ensuite que la fonction f(x + +) peut étre nor 
en série de factorielles convergente pourvu que W(x) > —;; comme 
le montre clairement un théorème général (p.433), il estévident que 
les formules précédentes nous conduiront à la série asymptotique 


Fr Q 
Ann. Éc. Norm,, (3), XXI. — Novemare 1904. 920 
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de (a+); nous obtenons en vérité ce résultat nouveau remar- 


quable : 


La série asymptotique 
ie 


(— 1) Eas oy \S Eos 
(21) a(« + SoS eee Seer 
est valable dans tous les points très éloignés du plan des x, al ‘exception 
de Vaxe des nombres négatifs. 


Appliquant le théorème Il, on voit que (21) est certainement 


+1 
valable, pourvu que @ (x) > 0. Posons ensuite dans (20) —— au 


lieu de æ, puis ordonnons l’expression du second membre de cette 
formule selon des puissances négatives de x, nous retrouvons néces- 


. FY . . 
sairement la formule obtenue de (21) en y mettant - au lieu de x si 


nous supposons pour l'instant R(a) positive. De cette manière nous 
trouverons des formules bien connues entre les nombres T,,,, et E,,; 
ce qui montrera que la formule (21) est valable où l’est (20). 


La formule (21) et la formule (20) pour + au lieu de a montrent 


3 
clairement que le domaine de convergence de la série de factorielles 
Q(a) ne contient pas toujours tous les points dans lesquels la série 
asymptotique obtenue pour Q(x) est valable. 


Copenhague, le 15 octobre 1903. 
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SUR UNE FONCTION TRANSCENDANTE 


ET SES APPLICATIONS 


À LA SOMMATION DE QUELQUES SÉRIES. 


Par M. Grorces VORONOI. 


SECONDE PARTIE. 


SOMMATION DES SÉRIES DÉPENDANT DU NOMBRE DES DIVISEURS 
DE NOMBRES ENTIERS POSITIFS. 


SECTION IL. 


GÉNÉRALISATION DE LA FORMULE SOMMATOIRE D'EULER-MACLAURIN. 


Formule générale pour la sommation des séries. 


24. Dans le Mémoire de Stieltjes: Recherches sur les fractions con- 
tinues (‘), il se trouve une généralisation très importante des inté- 
grales définies. 

Considérons les sommes 


Ro 1 


SDS (Ee) [9 (wir) p(ar)]  (R =1,2,...) 
k=0 


: Bi CAE : f 
en supposant que, comme à l'ordinaire, &,, ,, ---, E-, soient des 
valeurs quelconques de la variable æ contenues dans les intervalles 


(1) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. VIT, 1894, p. 71. 


CUS 
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correspondants 
(hg a he FANS) be ae PSRs CA) où ra et LT b. 


On appellera, d’après Stieltjes, intégrale définie le symbole 


b 
Î f(æ)d3(x)et l'on posera 
b 


à condition que les sommes S, tendent vers une limite fixe à mesure 
que toutes les différences x, — vy, 2, — %,,...,%,—X,_, décroissent 
infiniment, en valeur numérique, en conservant toujours le signe de 
la différence b — a. - 

On déduira sans peine, à l’aide des méthodes connues, les propriétés 


b 
suivantes du symbole fl f(x) do(x) : 


b 
1. Le symbole if f(x) d9(a) a toujours un sens a condition que la 


fonction f(x) sou continue dans le domaine (a, b) et si l’on peut parta- 
ger ce domaine en intervalles dont le nombre soit fini de manière que la 
fonction 9(x) varie dans le même sens entre les limites de chaque 


intervalle. 


b b b 
2 of fleydg(a) +f sa) ay(ey=[" fw)dlo(e)+ TC) 
‘ b 


b 
ARE Ye) d9(x) = 9(0)4() — 9(a) Ha) = fale) ab(a). 


a 


En supposant que la fonction 9(a) ait la dérivée o’(x), par rapport 
a la variable x, bien déterminée dans le domaine (a, b), on peut poser 


do (x) = 9! (2) da, 


b 
et le symbole de Stieltjes if J(æ) d5(æ) dans ce cas n'est autre chose 
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que l intégrale définie ordinaire 
; | 
ie fle) dete) = J(æ)9'" (x) de. 


25. Considérons la somme 


n Sb : 


Srey F (2) 


n>a 


en supposant que la fonction /(x) soit continue dans le domaine (a, b) 
et la fonction <(z) soit bien déterminée pour toutes les valeurs 
entières de la variable z qui surpassent une limite fixe c. 

Désignons 


Fe | HODXO 


n>c 


et considérons l’intégrale définie de Stieltjes 


\ 


ih fie) det) 


où a2c et b>a. En vertu de la en du symbole ip f(a) do(x), 


établie précédemment, on aura le théoréme suivant: 


nb 
Tuiontme. — La somme D a(n) f(n) peut être représentée par l’inte- 
n>a = 
grale définie 
nb 
(>) Semi f J(æ) de(æ) AO Gace et! 0 >a 
n>a 


a condition que la fonction f(x) soit continue dans le domanea<x<b. 


Supposons maintenant que la fonction f(a) ait les dérivées f(x), .. 
LG) par rapport à. la variable x, bien, déterminées dans id 
domaine (a, 0). 


FPT TS 


APTE 


a 


NOT 
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Prenons une fonction quelconque Sica) ee déter 
domaine x > cet continue dans chaque intervalle fini (e, ake 


\ Fh 
Ag, nee ee eg i male: \ 


une série infinie des nombres quelconques, pris arbitrairement. — 


n Sb 


THÉORÈME FONDAMENTAL. — La somme D (nr) f(r) aura pour expression — 


n>a 
nb x * 
(x) Sn 4 once Sonate 
n>a : | ie, : 


b 


+ (a fruit) fm (a) de 


à condition que les fonctions r(æ); r,(x), ... soient définies par la 


formule 

nix 

rs Cae (w— ey 
(3) ODEO ae Salle Ets de + Ya GENE HT + | 


RES BA ed 


Considérons, en premier lieu, la fonction r)(x); on aura, d’après 
l'hypothèse, à 


nx 


Fea) =Tim-f S(u) du — A, 


n>c 


ou, autrement, à cause de (1), 


ro(æ) = o(e)—f au) du — Ay. 


En vertu de cette égalité, on conclut que la fonction (x) — (x) 
a la dérivée S(a), par rapport à la variable x, et l'on peut poser 


b 7 
f fa) dle(@) — rays fo CET 


27 ar ls 


M ~~ re ef =e 


SUR UNE FONCTION TRANSCENDANTE, ETC. 463 


En observant que les intégrales de Stieltjes 
b th} 
J Heyage) af f2)dr(2) 


ont un sens dans le cas considéré, on obtient, d’après la propriété (2) 
de ces symboles, 


b b b 
f faa) f flo) dre(a)= f (x) 3(x) dx, 


d’où il résulte, à cause de (2), 


nib 

am b , D 

Sr) f(x) = f(æ)S(æ) dx + | f(x)dry(x). 
n>a i f 


L’intégration par parties donne 


EUR b : b 
LYOL=f FO) det+nOfLY—r@SO= [nf dev. (9 
uta ad | a 


Le théorème énoncé est donc démontré dans le cas m =1. 
Supposons maintenant que la formule (+) subsiste pour une valeur 
quelconque de m; on aura, par hypothése, 


nib s 
= b LES | 

OBOIOE PIOCOL ENONCE O— OF 
n>a ag k=0 


b 
+ (— D Pata) f™ (a) du. 


L’application de cette formule au cas 


i u)" 


die, De et ftu) = ml 


(1) Voyez le Mémoire de M. Franet, Sur la théorie des séries (Mathematische Anna- 
len, t. LII, p. 529). 


fournit, à cause de (3), le résultat suivant: = 


nix (om nym ( (uss (x Pt es il AS AL, L 
. See ena LS soles Se Lae a 
Fag eee mes | FD CAT ar 


hus) aa | ve 
En agen ade (3), on ncn mettre la formule obtenue sous Ja forme «1e 


’ 


f : = f" m—1(u) du — A 


A l’aide de cette formule, on peut transformer l'intégrale définie 


‘ 


. d : 5 | . ; , | 
| DEA (Hm formar) fi (we) du A NÉS 


à i 4 ; ia 


qui figure dans la seconde partie de la formule (4). En intégrant par 
parties, on trouve 


(1) fra) fo (ue) dea = (= 1)" rm (D) FO (0) = (ef (a) - 
; a : b k 


+ (0 form (ue) fom (a) du 


et, à cause de(4),ilvient 


n<b SSP AE A RE Pr i 
É : a 
Sr) f(r) af f(u)S3(u) du + M3) rab) f(b) — rea) SO (al. 
RÉ Pa LE © Eee Cy DUR LUE UE Berm CE 1: da st LUS 
SES: 
. cr Cet rm(u) fo") (a) du; 
i ) donc le théorème est démontré. 7 ‘ : Fe a a RE 


ea 

; | 26. La formule nel (x) est susceptible d'applications 
# nombreuses et importantes. 
: Considérons on le cas le plus simple : MO Eas 1. En faisant 
e 
: 


} ' 
% 


S(æ)=1 et c=0, Pires Sh à 
i, 
. ~ 
LA 
A 
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on aura, en vertu de (3), 


k 
ss Lae gale ak æh—À 
oy y LÉ Sn | 


n>0 


En posant 


n= Ge (Na) 


on obtient la fonction périodique 


ESC: De (—1)} ghd 
“OCZ A -| ao Bey SP S| 


n>0 


ayant la période r. 
En vertu de la périodicité de la fonction r,(x), on aura 


__ | @—Eay —i (@— Ex) | 
| (k-+1)! + Sen rn aes | 


ilenrésulte que la fonction 7,(x) coincide, dansle domaineo<x<1, 
avec la fonction de Bernoulli du degré 4 +1. 

La formule sommatoire (*), dans le cas considéré, aura la 
forme 


m—t 


(5) Dm=f Horde + Le reat (0) — rea) f(a)] 
n>a 
b 


+ f rm(x)f (x) dx. 
En supposant que a et b soient des nombres entiers positifs, on 
aura, à cause de la périodicité des fonctions r,(æ), r,(æ),..., 


— r\#+1 
ra) = r(b)= ro) CE =k), 
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et la formule précédente devient 


nib b m—1 
Dros fre) de 3 ASP yw) — 70 (a) 
n>a ts k=0 


b 


BO siya ih ra) fi" (x) dev. 


C’est la formule sommatoire d’Euler-Maclaurin avec le terme com- 
plémentaire représenté par une intégrale définie. La formule (5) pré- 
sente une généralisation de la formule sommatoire d’Euler-Maclaurin 
due à M. Sonine (‘). 


27. Considérons maintenant le cas où +(2) désigne le nombre des 
diviseurs du nombre entier positif z. 
En faisant c = o dans la formule (3), on aura 


HA 


(6) r(x)=Y s(n)— f° 2(u) du A. 


>a 
La fonction S(a) et la constante A, restent arbitraires. 


Pa 
asc 


Lejeune-Dirichlet a démontré (?) que la fonction DE: ou, ce 


n= 
n£x 


qui revient au même, la somme Ÿ +(7) a la valeur asymptotique 


n>0 
remarquable 
«x (logx +2C—1), 


ou C désigne la constante d’Euler; de plus, en faisant 
nx 


(7) D cn) = a (loge + 2C—1) + R(x), 
n> 


(1) M. Sontne, Sur une intégrale définie contenant la fonction numérique [x] ( Bulle- 
tin de l'Université de Varsovie, 1885, n° 3) (en russe). 

(2?) LEsEUNE-D) RICHLET, Ueber die Bestimmung der mittleren Werthe in der Zahlen- 
theorie (Lejeune-Dirichlet’s Werke, Berlin, 1897, t. II, p. 49). 


| 
a 
| 


dt dr à es 0 in Én dde 


due gee ap ee ee ee Oe eee Se à is dé iles db de dit dec ibn tft) à Gé ee 
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on peut déterminer une constante A de manière que le reste R(x) 
vérifie l’inégalité 


FINE IR(æ)1 < AVE, 


quelle que soit la valeur positive de æ. 
Puisque 


æ(logæ+2C—1) =" (oge + 20) da, 
0 
on en conclut qu’en posant 
3(2)=logz + 2C, 
on aura, à cause de (6) et (7), 
ro(z)=R(x) — Ad, 


où la constante A, reste arbitraire. Il en résulte, en vertu de (8), 


_que l’ordre de la fonction r,(x) ne surpasse pas celui de la fonc- 


tion Va. pee 

La méthode de Lejeune-Dirichlet exposée dans le Mémoire cité 
peut étre appliquée aussi au calcul des valeurs approchées des 
sommes 


nae 


ees LE Gos SEER 


n>0 


De cette maniére on pourrait déterminer, par la voie purement 


arithmétique, toutes les constantes A,, Aj, ..., dans la formule (3) et 
obtenir pour la fonction 7,(a) une expression dont l’ordre ne surpasse 
k+1 


pas celui de la fonction x * . | 

La méthode de Lejeune-Dirichlet ne permet pas de déterminer la 
fonction r;(æ) avec plus de précision et, en général, la solution de 
cette question importante offre des difficultés énormes. 

Les propriétés remarquables de la fonction g(æ) exposées dans la 
Section II de ce Mémoire ouvrent une voie nouvelle pour les recherches 


concernant les fonctions r,(x), r,(æ), :.. 
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n&b 


Représentation de la somme 2”) f(n) par les intégrales définies. 
n>a 


28. Soient A et B les points de l’axe des coordonnées OX qui cor- 
respondent aux valeurs de la variable complexe sz, 


= et B= 0; ou a0 et a < b. 


Supposons que tous les nombres entiers qui satisfont aux condi- 
tions a << n< b forment la série 


TNT A rn TL D: 


Soient N,, N., .,., Ny-, les points de l'axe OX qui correspondent 
aux valeurs de z 


Gi, B= fs; Ae Cat peas 


Décrivons des points A, N,, N,, ..., Nx_,, B les ares de cercle 


CG, H, Gy, H, G,, eeey Hy-; Ge, H,D 


et les arcs de cercle 


CC pie ator ) , H).D‘ 


ce} k-1 ““k-19 


Fig. 3. 


a 


A 
Cc’ 
E 


des rayons Po» Pas Pos 9 PR Pk (fig. 3). 


Là nt ‘ax 
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Supposons que les droites G,H,, G,H,, ..., G27, et GH, 
GH), ..., G,_,, Hi, soient menées parallèlement à l’axe des coordon- 
nées OX à une distance 6 de cet axe. Menons, par les points A et B, 
parallèlement à l’axe OY, les droites EE’ et FF’; menons parallèle- 
ment à l’axe OX les droites EF et EF. 

Supposons maintenant que la fonction f(z) de la variable com- 
plexe s soit holomorphe à l’intérieur du rectangle EFF’E’ et considé- 
rons l'intégrale définie 


frs sas, 


prise, d’une part, le long du contour fermé CEFDH,G,_,...G,C et 
prise, d’autre part, le long du contour fermé C'E'F'D'H,G;_....GC. 
Puisque la fonction f(s) g(—z) est holomorphe à l’intérieur de ces 


contours, on aura, d’après le théorème de Cauchy, 


i I(4) g(— 4) dz = 0 et il f(s) g(— 4) ds — 0. 
(CE... GC (CE. 


) 6101) 
En partageant le chemin d'intégration CE...G,C en parties CEFD, 
DH,, H,G,_,, .--; H,G, et G,C, on obtieñt 


k—1 


| 3) g(— 3) ds — (— 2) dz ry I (2) g(—3) dz 
(1) oe ) g(—2) J, fos Sell 


=) (OH) 
k—1 
+f Jos-od+f Jost-ads: 
À—1 (Hx D) 


eS) 


de la méme maniere, on trouve 


Re 
fle)g(—2)ds= ip PET ad +È fi. #2) 2)as 


À=0 (GiHiu) 


ES f flaye(—ayde+ fo fla\g(—=)ds. 


h=1~ (816) (4x2) 


(2) 
( 


C'EF'D' 


CCR 
rons de X ] 


(3) JOgsd et FT 


(6 Hy 41) | | CUMIE 


(Di, yc AL) 


En observant que les droites G,H),, et e Hj, sont déterminées, 
d’ ins la supposition faite, par les équations 


(Gin) s=u+ei, (GM) sœu— 0, 


et par les conditions | . 


< 


m+ VE <u < mu — VeRO 


on peut présenter les intégrales (3) sous la forme suivante : 


Ten et KW: V e341 0 


f(a) g(—2)ds= f f(u+ di) g(— u — 8) du, 
(6H) DENT RS | 
(4) - Pres. | 
f(2)g(—s)de= [7 RL Hu 30 g(— +20) du 
(QUE) ra + phe 


~~ 


Considérons maintenant deux intégrales définies 


fo tf fase  (eya,...,k 9), 


(4,6) (i, 6;) 


En posant 
sn) + pre, 
on obtiendra 
À | Se 
J (3) g(— 3) ds =— "(ny pe!) re RO 
(5) (4,6) FAN 
me) 
ih AOF SRE ts SF (m+ pret!) g(— m — pre!) ip, ec! dw, 
(1, G;) —T+p | 


a 7 . - f « . = 
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a ‘ : 


=. 9) = ee Sepa 2, Hot 


f(s) g(—s) ds, = f(s) (—2) ds 


+’ (CG) % (Hx D) 


og “6 + 
a - ns) EI Her) ar j The A s) dz, : 
ae ce); (CA eg : à 
al ‘ ie 
a ay peut prêter la forme suivante: 
à 

Lf 


a” 
AG 
tal 


à … 


Le 


| JO dd = i Hao col) &(— a — eye") ipy ei da, 


PO) =f" POSTE CCS 


2 
; — Po 
f Joe-ot= fo flat peer") g(—a— prem) igner'de, 
7 (C6) : Far 
2 
È = SE 
| { - | i y É * . 2 
Pr fe SE ee z)dz = (D + pr et) g(— b — pret) i 04 eM! du, 
DCI —h+ 
+ 
| où l'on a pos 
ara | = are sin a + RE 
yt = ip EN En Pa 


Supposons maintenantque les nombres positifs ps, py, -.., Px Soient 
aussi petits que l’on voudra et que le poms positif à te vers la 
eo limite On VE 
4 Cherchons la limite vers laquelle tendent les intégrales définies GC) 
à mesure que à décroit infiniment. En supposant que ¢) soit suffisam- 
_ ment petit, on peut poser 


ee + pe’) = f(r) + Apr, 


1 RL ix 1 
(9)  s(—2)=—8(2) — = logx — C + 4 ee = => T(n) em ma. 
n=A 
où le signe + est celui de la partie imaginaire de æ. 
En vertu de cette formule, on aura 
. ; I : Ti 
(10) g(—m—pme")=— & (7m, + pre!) — = log (71 + px em!) — C + 
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où le module de A ne surpasse pas une limite fixe. 
Nous avons obtenu au n° 23 la formule suivante : 


l ix I 
— —_______ + — ) r(n) | —— 
4m(m,+p,e"") 27 > (2) (—, + pret ny + n+p ,e?" 


n=1 
à condition que o << w<7z. On en conclut qu’en posant 


r(m) à 
ar pre 


(11) gr — pet) = +B, ou o<o<T, 


le module de B ne surpassera pas une limite fixe. 
A cause de (8) et (11), il vient 


t(n) 


I 


C= Te 


(12) f.(m+ pre”) g(— 2) — py eX!) ip, e%' = — —— f(m)+Pap, omo<t, 


27 


où le module de P; ne surpasse pas une limite fixe. 


En supposant que —t<m<o, on aura, en vertu de la for- 


mule (9), 


GWE «a 
21s he 


g(— n1 — pre) = +B’, —nt<w<0, 


et, a cause de (8), il vient 


(3) f(m.+ pre”) g(— m— pre) ip, eM! = EM) fr) +Pipn, —r<w<o, 


où le module de P ne surpasse pas une limite fixe. 


En vertu des égalités (12) et (13), les intégrales (5) prennent la 


) 


) 


2 


? 
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forme 
wa ' 
[ S( 7m, + pret) g(— ny — preti) ip, ei de 
ge ® 
.. F ; UK? 
= (mn) fm) EP + f Pi. 
(a2 Fa 
ee « « A « 
7 i J (ny + pr ei) g(— n1 — py ei) ip) evi dw 
—T+9,. 


=-7(m) f(m) TP nee es À Phd 
T+, 


En vertu de l'égalité (6), on obtient 
lim 9,=0, 
0=0 


et, à cause de (14), on aura 


Le ~~ 
lim if S (m+ pre?!) g(— mm pre’) ipye®!’dw =—}7(my)f (mx) + Arprs 
o=0 

A 


(15) | er 


À 
lim fintpet')e(—n—petiineido— ie(m) f(n) + Apr, 
ô=0 +9, 


où les modules des variables A, et A\ ne surpassent pas des limites 


£. fixes. 
=a De la même manière, on obtient les limites vers lesquelles tendent 
as les intégrales définies (7) à mesure que à décroit infiniment; on aura 
— : 
; , | . 
lim de S (a+ poe”) g(— a—pye™) tage da =— 77 (a) f(a) + Ao po, 
Ô—0 ’ 
Po 
T—%k ae ; 
lim f(b + pre”) g(— b— pre) ippe”! dw =— 17 (6) f(b) + Axpr, 
6=0 kT : 
(16) a. 
lim f flat pre”) g(—a—poe™ ipre™da = fF t(a) f(a) +A) pos 
LT 
ê À ! 
lim f(b + pre”) 8(—b— pre )ippe”'da = 7 7(b) f(b) + An Par 


| 6=0/_q4o, F 
Ann. Ec, Norm., (3), XXI. — Novembne 1904. fe) 
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dans ces formules le symbole +(a) a la valeur o quand a n’est pas un 
nombre entier positif, et le symbole +(b) est défini de la même 


manière. 


Cherchons, enfin, les limites vers lesquelles tendent les intégrales 


définies (4) quand à décroit infiniment. 
En vertu de la formule (9), on obtient 


; : Ti u ix 
lim g(— u — 01) =— glu —ilogu— C++ — Dr n 
es | ) ACT ei 4 nu 20 Ley 
= 
- . . æ 
: : Te i i « 
lim g(— u + di) =— g(u) —tlogu— C— — + — — t(n 
es ) Bite) at 106 4 T Gru 27 (2) 


En désignant, pour abréger, 


h(u)= = — + = Yr(n) ALES ) 
4 RR as u—Rr utn 


n=1 
on aura 
lim g(— u — ot) =— g(u) —3logu —C+ik(u); 
6=0 
lim g(— «w+ dl) =— g(u)— ft logu—C—ih(u). 
o=0 


A l’aide de ces égalités, on trouve 


RTE 
res Vera a 


lim f(u+ di) g(— u — di) du 


ô=0/, +Vote 
hes VIF Rees 


DES Ra ee 
als J(u)[—g(«)—flogu—C+ith(u)] du, 
LA ts 5) 
(17) 


- LEP Va NE =o <5 
lim te Ju — di) g(— u + di) du 
6=0 n, +03 — 8 


n. — 
At+1 Pi 


== J{u)[-—g(u)—Hlogu—C—in(u)] du. 


LEA 
Hema 


1 
+) 
u+n 


1 
+) 
Lb D) 


= 3. 6 XN ’ CJ ‘ 

En faisant ¢ =o dans les égalités (1) et (2), on aura, en vertu, 
’ pe e 
d’une part, de (4), (5), (7) et, en vertu, d'autre part, de (15), 
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(16), (17), les égalités suivantes : 


a vi ‘ k—1 
. À fosad=ttoto+t Yelm) flea) + O7) 
© (CEFD) : 
a A=1 
a. eae ( 2 
A + Si, : JT g(u)— flogu-—-C + th(u)| du —Ÿ Ay, 
a LS A=0 
3 É k—1 
fo fe s(—sas=te@ a+ 4 Dem fm) + 10/0) 

: (ceeDy me 
= k—1 =? | k 
Ss Seles 
2 + > iy f(a) [— g(u) —tlogu—C—th(u)]du + > A} 9). 
ss ea LEAN X=0 
SB En faisant la somme de ces égalités, on obtient ; 

4 f f(z)g(—s) ds f(s) gt 3s) ds 

= (CEFD) ; \C'E'F'D’) 

3 Ps 

= caf (a) + SM 7Cm) fm) +47(b) (8) 

a = het 

3 a MEN oa re 

= +> Ve : Poa) — og — à Cu my — À) + A$)o. 

= Merge OEP) jo 

É En vertu de l'égalité obtenue, on peut poser 

% { Shs) a(— #) 45+ f(s) g(—s) ds 

F (CEFD, — FS (C'E'F'D') 

É 7 nob 

| FHGY@+Ÿ 0/0 +1 s(8)/(È 

ESS Se à n> 
. asf Avy ex) — logu— aC] du + (py, pis es Pe» 


où la fonction (9), 6,, ---» x) tend vers la limite o quand les va- 
riables 95, 04) ---» Px décroissent infiniment. 
En observant que les chemins d’intégration CEFD et C’H’F’D’ ne 
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dépendent que des variables p, et px, on peut écrire 


lim | f(s)g(—5s)ds + fs) 8(— =) ds] 
(CEFD) 


PERS (C'E'F'D') 
n<b b 
— ir(@f(a)+Ÿ t(n)f(n)+ 37(b)f(b) + i f{u)[- 2g(u)—logu—2C] du. 
n>a ee 


Cette formule peut étre présentée sous la forme suivante : 


nb b E 
1) Sen) f(n) =) f(u) Llogu + 2C + 2g(u)] du + 42(b) f(b) — $2(a) f(a) 
n>a 


+ lim | S()g(—s)ds+ CPC 
*/ (CEFD) 


Pu=0, pr —0 (C'EF'D) 


29. On peut prêter à la formule obtenue une forme remarquable, à 
l’aide du développement de la fonction g(a) par la série infinie 


(18) g(v) = Dit(n)E(4ntnz) 


R=-1 


quia été étudié au n° 16. En remplaçant dans cette égalité æ par — z, 
on aura 


g(—2)=Ùr(n)E—4rns). 


n= 


La série infinie considérée est uniformément convergente à l’inté- 
rieur des domaines CEFDH,...G,C etC'E'F'D'H,...G!C'; ilen résulte 


2 


fie JU 8 eds = Yen) f J (s)&(— Grins) ds, 


n=1 (CEFD) 


(19) é 
Her = ir (n) f(s) E(— Grins) ds. 


(C'E’F’'D) 


n=1 


En supposant que (9, = 9, =p, on aura deux rectangles CEFD et 
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C'EF'D’. Puisque 


tes f(s)E(—Gnins)ds=f{ f(s) E(—4ntns) ds, 


(CD) 
4 —Atns)ds= = — 2n 2) As 
jes tro ei )Ë(—4rèns)d 


et 
b 
ig JG Grtns) da f S(u+ ptyiqnn(— u — pi) du, 
b 
‘ie SEE Grtns)ds= f J (u— pt) e4n?n(— u + pi) du, 
on aura, en vertu de (19), 


Fee ade} rte) 2) de 
4) 


(CEFD) (C'E'F'D 


æ b 
Os r(n) f [f(u+ pt) ean n(— u—pi)+f(u—pi)Ekr n(—u-+ pi)] du. 


1 


En substituant le résultat obtenu dans la formule (1), on trouve 


b 
b 

à OMC J(4)[logu + 2C+a2g(u)] du+47(6)f(b) —17(a) f(a) 

n>a , ee 
| - + tim Ye 60) f Lu + pi)Ë4nn(—u—pi) +f(u—pt)iqnin(—u-t pi)]du. 

: ee 6 | 

. La recherche de la limite de la somme infinie obtenue offre des 
; difficultés énormes. Tout le problème se réduit à ceci : est-il permis 
| d’intervertir le signe de limite avec le signe de sommation? En admet- 


| tant que cette interversion soit légitime, on obtient 

C2 : ,0 
lim Ym f [f(u + pt)E4nrn(—u—pi)+f(u—pt)E4ren(—u- pt)] du 
Peer a 


æ b 
=>} (ny f 2f(u)n(4r?nu) du, 


PR 
. 
\ 
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puisque, en vertu de la formule (r) du n° 8, on a 


E(—x+ol)+i(— x — pl) 


; =n(2), 


lim 
p=0 


à condition que æ > oet p >o. En observant, d’autre part, qu'à cause 
de (18), 


b æ b 
f feo gtardu = Ys0n) f f(u)E(4kr?nu) du, 


R=1 


on obtient la formule fondamentale 


nib ob 
Ce) Desf = fo fw) (loga + 26) du + 42() CE) — OM 
n>a x 


+» ac(n) f. “f(u) LEUR nu) +n(4r?nu)] du. 


a= 


On ne parvient à la démonstration rigoureuse de cette formule re- 
marquable qu’en envisageant le probleme posé sous un nouveau point 
de vue. 


30. Supposons que la fonction f(s) satisfasse à la condition sui- 
vante : le module du produit f(z)g(— 3) tend vers la limite o quand 
le module de la variable z croît infiniment tandis que la partie réelle 
de z reste comprise entre les limites a et b. 

Considérons deux intégrales 

f Joecod tf f(s) g(—s) de 

“ (CEFD) (C'E'F'D') 
obtenues précédemment. En partageant le chemin d'intégration CEFD 
en trois parties, CE, EF et FD, on aura 


(00) [  fs)gt-5)4s 


i al 


Gé Le T7. L roo“ —™" dE, arn ee Ca do Là ns, rit le ee ER À hi dd db «1 — 
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De la même manière, on trouve 


3 —s)dz 
(21) REX )g(— 5) 


me J (4) 8(—2)dz+ ) ds + ; 3) g(— 2) dz. 
=| ey Jus IQ 
A mesure que les droites EF et E’F’ s’éloignent à l'infini, les deux 
intégrales 
— 3 4 =} Az, 
RON of fs) 


en vertu de l’hypothése faite, tendent vers la limite o. 
En observant que les chemins d'intégration CE, DF et CE’, D’F’ 
sont définis par les conditions 


(CE) 24a ti, -t >), (DF) 


B= b ati Lor. 
Ce) NET EE TR = 0, CDN 7h 


tt, t> Pk» 


on obtient, à cause de (26) et (21), 
3) g(— 3) dz = i (a+ tl) g(— a—l) i dt — AB ti) g(—b—ti)idt, 
J, 18-9) f re g it 8 
— 2) ds = — —ti)g(—a+ti)idt+ | f(b—u)g(—-b+u)idt; 
IC (à fa ie 
il en résulte 
lim | JU) gts) ds + f=) (—s)4s| 
© Po=90 Pk=0 | /(CEFD) {C'E'F'D') 
i LAC — ti) g(—6 + ti) — f(b + ti) g(— b= 4) ide 
—{ lant) g(-a+ ti) —f(a+tl) g(—a—tui)|idt. 


En substituant le résultat obtenu dans la formule (1), on trouve 


n<b 


(11) Yumsn=f J (uw) [log ut+-2C+ 2g(u)|du+ iT(b) f(b —iz(b) f(b) 
n>a 


+ f” [f(b—ti) g(—b+ti)—f(b + 0) g(—b—uui)] id 


-f [f(a—u)g(—a+ti)—f(a+u)g(—a—- tuile de. 
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La formule obtenue fournit une ressource précieuse pour le calcul 
des sommes considérées. 


SECTION IV. 


n<x 
= eu 
SUR LES FONCTIONS REPRÉSENTÉES PAR LES SOMMES Ÿ =(t) ee 
n>0 


Représentation de la fonction ¢?(s) par les intégrales définies. 


31. Soit s une variable réelle positive. Comme on sait, la somme 
infinie 
t(7) 


Te 


C(s)= 


piso | 


représente la fonction C?(s) à condition ques >1. 
Considérons la somme 
nib 
D tT(n) 
n° 


n>a 


en supposant que 0 <a<rets >t. 


Le module du produit = g(— =), en vertu du théorème I du n° 22 


amy 


décroit infiniment quand le module de la variable = devient infini- 


ment grand et la partie réelle de 3 reste comprise entre les limites a 


et 6; on en conclut que la formule (IL) du n° 30 est applicable au cas 
considéré, et il viendra 


ec 
n=b 


. ZC) ae i be 1 t(b) 1 t(@) 
(1) > io «(loge +-2C + ag(u)|du+ - Sr. 


s Ss 
n>a 2 b 2 a 


o(—b+ tl) g(—b—t)]. 
+f" [een > pene lie 


mf jae £g(—a— ti) 
(a — tis eS Ca eerie Jia 


ae 


PR OS OA TT 


= de ee sd 


Ti TE 
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Puisque le nombre a présente une fraction positive, on aura 


(2) (cd) 0. 


Supposons maintenant que le nombre b croisse infiniment en satis- 
faisant toujours aux conditions 


(3) a<b—Eb<§, 
a et B étant deux fractions données, prises arbitrairement, on aura 
(4) T(b)=10. 


En vertu du théorème IV du n° 23, le module de la fonction 
g(— b +4) ne surpasse pas la limite 


|g(— 64 ti).|<A|+b—«\p, 
si petit que soit le nombre positif p. Puisque, d’après l’hypothese 


faite, s >1, on peut toujours choisir la valeur de p de manière que la 
différence s — p soit aussi plus grande que 1, et l’on aura l’inégalité 


eo) Sa | eee 


ou autrement 


© 0 | = 2 À rie dee 
f | (b— ti} (b+ tz)s bs-p-1 ; (Var +1) 


En vertu de l'inégalité obtenue, on conclut que l'intégrale définie 


Ses Oe | ST 
G£ (b— Li) (b— ti) 


tend vers la limite o à mesure que le nombre b croît infiniment en 
satisfaisant toujours aux conditions (3). 
En faisant 6 —+ dans l’égalité (1), on obtient, à cause de (2) 
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Oa L [loge+ +204 260 


n'en =tiy os 
(a+ ti)s | ide 


oùo<a<i oe 


32. Le développement connu (‘) de la fonction ¢(s) en série infinie a 


eee HD Ci(s—1) +... 


donne 


“ 2C ' 
POS GaaR aa + (C?+ 2C,+.... 


On en conclut que la fonction 


I 2C 
OT per 


2 


est holomorphe dans toute région pores du plan. 


En observant que la fonction ———, Gon oar ene ST ae - peut être représentée 
par l'intégrale définie 


ne 


«= 


I < 
(ro =o (here ac) & 
Pt din ques >1,eten retranchant cette égalité de la form ule (5), 
on obtient 
| @ 8 = the (loge + 2) Fre 0 at 
: : ; > &(—a+ti)  g(—a—ti) ; 
De iP | (a — ti} pren Les 
EC. $y 


(1) Voyez, par exemple, la Note de M. Jensen : Sur la fonction €(s) de Riemann 
(Comptes rendus des séances de l’Académie des sciences de Paris, t. ay, dis p- 1156). 


ru 


\ 


~~ -: …. 
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Les deux parties de la formule obtenue ont un sens, quelle que soit 
la valeur réelle de la variable s. Puisque la fonction 


2C 
(si) sr 


(8) — 


est holomorphe, on en conclut que cette formule subsiste, quelle que 
soit la valeur réelle de s. 


Cela posé, considérons le cas s <1. On peut représenter dans ce cas 


+ . C ge # ’ MS = 
le fonction An a os par l'intégrale définie suivante : 


st it (loge +20) % 


DAS <1. 
En ajoutant cette égalité à la formule (6), on obtient 
(7) G == [| (loge + 20) % i of a 


= JA D g(—a—ti) LT 
(a—u} (a + ti} : 
cette formule subsiste à conditionqueo <a<1rets<1. 


nS 


A æ — k 
Étude de la somme Ÿ + (7) 272) (RON sen) 
n>0 


33. Prenons un nombre quelconque a satisfaisant aux conditions 


OS =a 
et considérons la somme 


nSx 


a k 
Den 


n>a 


x étant la variable positive et £ = 0, 1, 2, .... 
La formule (11) du n° 30 est applicable à la somme considérée, et 


— 
- 


Rue 7 
_ ENR 
MECS 


es 7 ’ 7 - : 1 d h = 
. 


A 


‘GEO. RGES YORONOÏ. 


Yonaura vale hay ON à = Akg EE 
SS ie ek i a 
n£x pipe OU, d'à ee La ae 
i : ’ DE Sager ai DR en ea | 
wit - i n>a | Tr Py ‘e, 
‘9 au [(¢/) kg(— æ + ti) — nee ie Le 
7 Le | j L a a 
se ; af Le + gr a+ ti) —(@— a= h(a 0) rd 
J . 2 + : i ve 2 
On peut preter à cette égalité la fous suivante : 
n£<x "x 
Yo er a Len [ogt+2C]dt+- Lots(a)— à f RS CES 
n>a a 
-f" ED (loge + 20) dt + 2 f qi Vv e(tyde 
EK Ai ‘i LE g(— w+ ti) —(— tik g(—2@ — ali at 
0 
= Hu La + g(— a+) —(w—a— ti g(—a — Jide. È 
A l’aide des égalités 2 
(@— oF Dac ob | ‘ 
PE SEN es ee eee —1)\ gk 
OT Tew Tie war alae Len __ (Sis 
on déduit de légalité précédente la formule suivante : 
nSx > Ù ~~ 
” : 
0) Yun 


n>a 


=f fe À (loge + aC) ae+ ! 5 Ofte) — [et de 


É (—1)* ahh a æ 
| >) ay 4 =i D(loge+ 2G) at + a f te(t) dt 


= 

a 2 co 

a aif la— whe et) (a+ he(—a— mat} 

; a ñ i [(ti)* ¢(— x + ti)—(—ti)*' g(— a — ti) ide. : 
1 


ne 
cs 
pe 
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n£x 


=—. dis anne 2C) diva f Ag(t)dt 

f Î, 0. A a 

-f" [Ca — Hi} g(— à + ti) —(a + Hi} g(— a — wi)]idt, 
iy 0 ’ k s : 


*: 


_ on obtient, aoe em 


eps eo Gr (log + 2) dt | a 


‘ae SE er, nr 7 
tay Pre see pee asa ieee <0 ete) f TET. 
ee fee fae Meee —(— ate pacers 


_En désignant 


o 


"our! LI ae od Tp k a 

Tee) == ofr(æ)—2 [ a) dt | 
2, + af Lee + —(- ti) g(— æ — ti)] tdt (KE 0,1, 00e), 
«I 1, 3 ; $ 

7 ; = mr 


on aura 
oe eae 


_@ Sam lege! ea (eus D (loge +20) dt 
n>0 ä 
Esp k—X 
Re: ade Ge atmo (k= 0,1, 2.) 
2 \ = 0 F : 


~ 4 


_ 34. En vertu de l'égalité obtenue, la fonction 7,(a) aura pour 


FE 
ad 
” 
LA 
r 
Ts & 
= see 2" 
1 i C 
= ce < 
— a 
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expression 
nSx , 
(4) rp(w) = À cn) STAY 
n>0 
me (—1)\ xt | 


A nays ED NN ti CES 


À=—0 


En comparant cette formule avec la formule (3) du n° 25 : 


nse . me AE 
ae Soin) | f ee ie soar el 
n>c e 


on voit que ces deux formules coincident, si l’on pose 


Ho J(t)=logt+ 2C et Ay= Se À) (AO, Lost 


La formule sommatoire générale (x) du n° 25 prend dans ce cas la 
forme 


n£b 


(4) Ÿ x(n) f(n) =f S(t) (loge + 2€) de 


n>a 


nm —1 


b 
+> (= L 1 EC ra(0) JU (D) }— Fr (a) /\ (a)] en ome { ap Tea) On) dt. 


k=0 a 


Cette formule peut servir au calcul des valeurs approchées de la 
nib 


somme » t(n) /(n) à condition que l’on connaisse les valeurs appro- 
n>a 
chées des fonctions r,(x), r,(a), .... 
Quant à la fonction r,(æ), on sait, d'après ce qui a été dit au n° 27, 
que l’ordre de la fonction r, (a) ne surpasse pas celui de la fonction Vx; 
donc, on peut déterminer une constante A de manière que l'inégalité 


[ro(æ)|< AVæ 


eT Se) MONS 


| (1) rea) = Lotr(a)— af 
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ait lieu à condition que «>a, le nombre positif a étant pris arbi- 
trairement. 


Dans le caso << a <1, on aura 


nx 


YS = 0, 


n>0 


et de la formule (4) il suit 


r(ey=—f (oge+ 2C) dt — f?(0) 
ou, autrement, 
(5) ro(2)=—a2(logr +2C—1)—-~  (o<zx<i), 
puisque C(o) = — + 


La formule a nuit un moyen pour la recherche des valeurs 
approchées plus précises de la fonction r,(x) et des fonctions r,(x), 


KI CARRE 


Développement de la fonction r;(x) en une série infinie (4 — 1, 2, ...). 


35. Nous avons défini la fonction 7,(#) au n°33 par la formule sui- 
vante : 


= 


ete) de 


+ ade [(t)* o(— 2+ ti) —(—ti)'g(— w—ti)]idt (k=0,!,2,.. 
Considérons l’intégrale définie 
N : 
fe [Eee + ti) — (— ti) g(— x — ti) ide 
p 


en supposant que p >o et N>o. A l’aide du développement de la 


; ee oe re, bt . 
fonction g(— x + ti) en série infinie - 
LINE Te 


œ i 4 
; $ Le é ot 7 Eee nx 
Fri) D T(n)Egrin(— Cent ENTRE, 


n—=1 a 


on obtient LEA | . ie = 


7 


ret 


AN | . . A | 
(2) fiuete+u tete id Sted 
p heh ae deere 


3 = 

ae... 
si N 1 , ER iS "A 

= Det) f (etebntn(— e+ ti) —(— tytn a(— ae — tii, à 
Lie p 4 PER 


> 


En vertu de la formule (8) du n° 13, ona 


+ f : j — etn /n(—#Eti) ; at &, 
cs Ekrtn(— #4) =SVTr ——__—__, C2 


l4rtn(— x + ti|* 


ou | 3|<1, et il en résulte 


Me ir VE (VE + Ex) 
HAE) ENS 
. (ken Ve+e)" 


A l’aide de cette inégalité, on obtient 


i CEE RER (2 + ti) — (HE get (—e—U)] sde] 4 
> - 


d’où l’on conclut que la somme infinie =~ 


k | Lol [(tc)* Eqn? n(— a + ti) —(— ti)*Eqrtn (— x —ti)] ‘an 
x ÿ AA N ¥ ; . 
tend vers la limite o quand N croît infiniment. En faisant N = + dans 
l'égalité (2), on obtient 


a ip [(tt)* g(— 2+ ti) — (— ti) g(— x — ti)] idt 
Po à À 


È Seo hy [(ti)*E4ntn(—a + di) (Em n(— x — ty ide. 
n=1 e ; 


En supposant que la variable positive p décroisse infiniment, on 


if 
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trouve 


Ai [ [(u)"g(—@ + ti) — (ti) g(— x — ti)] idt 


==>) uni Sata) 
p=0 


Ro 


a [(éz)*24 0? n(— “+ tt) —(— ti)*E4rPen(— x — u)lidt 


OU-# == 051, 2) . 

En introduisant dans les recherches les fonctions €, (a), £,(a), . 
définies au n° 9, on peut calculer les intégrales définies qui Senne 
dans la seconde partie de la formule Anite 

L'intégration par parties donne 


al [CU )FE 4m n(— x + ti) — (— ti)*E4rPn(— x — ti)] idt 
k41 
EN Sra 7e 1) + (— pt) )\eri— —me AT? n(— «© — pi) 
= (k-+1—m)! (4r?n)” 


m=1 
et de ’égalité précédente il suit 


(3) “A ed SEE 
it . (Pe ena (= pi) Ep o, An’ a(— x — pi). 
=lim > D BOR me 7 
LEE 
36. Considérons la somme infinie 


< re < = =a à 
(4) > tn) ae PE 


| 
En vertu de la formule (1) du n° 13, on peut prêter à la fonction 
E,4rn(— x + où) la forme suivante : 
(5) Ém4T n(— x + pi) 
AE Ter E Tr) re 


5 (ee eee ai (2m+-1—2)) (4m—1)(4m— 3)...1 
a > 4 aa À a 1[3 i ae ake 7 
eH Al [3anVn(— x pl) | m1|3anVn(—x2 pi). 


OUEN 


Ann, Ec. Norm., (3), XXI. — NovemBRE 1904. 02 
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En supposant que la valeur de x surpasse un nombre donné positifa, 
on peut déterminer, en vertu de cette égalité, une constante A de 
manière que l’inégalité 

—— | mi LL (Ea ear Y 
(6) [Endntn(— a pi)|<Al anya weil te ei) 
ait lieu, quelle que soit la valeur entière positive de 7 et si petite que 


soit la valeur positive de 9. 
A l’aide de cette inégalité, on obtient 


Em Gmn(—axtpt) 
Daa (ir) 


<Alyoeen lt ieee 
t=! (Grn)? 


En supposant que m2 2, on aura l'inégalité 


- Em Gtin(— xt pi) ae as ue t(n) 

Ÿ = Ser == OT 2 3 

ae) Cte TNL <Aly x +pil m 1? 
Ur A = (Grn)? "+ 


d’où il résulte que le module de la somme infinie (4) ne surpasse pas, 
à condition que m2 2, une limite fixe, si petite que soit la valeur de o. 
\ 


Considérons maintenant le cas m — 1. La somme infinie correspon- 
dante 
Ot E.4gn?n(—xrtor 
(7) Sine 
sad An? n 
n=1 


a un sens, quelque petite que soit la valeur de p, mais la fonction des 
variables 9 et x représentée par cette somme infinie n’est pas limitée; 
par la suite il sera démontré que le module de la somme (7) croit 
infiniment quand la variable 9 devient infiniment petite, la valeur 
de x étant un nombre entier positif, mais la somme (7) tend vers une 
limite fixe quand pe décroit infiniment tant que la valeur de a n'est 
pas un nombre entier positif. De cette propriété remarquable de la 
somme (7) proviennent toutes les difficultés des recherches que nous 
allons exposer. 


Ve oe ee AUS SL ed, 


MALI 


an trip he dd Qu D De Cd a ee Ne De D, dit ss 
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À l’aide de la formule sommatoire (x) du n° 24, on peut obtenir 
la limite supérieure du module de la somme (7) en fonction de la 
variable o. 

En faisant m=1 dans la formule (5), on aura 


1 
E4mn(—atpi)j=V/n(anVn(—a tpi)’ e-mvre apr i+? tr 
327 Vn(—x pe) 


ou 


$|<1; il en résulte 


œ 


Rs £ co = 2(/x?+p3—2) 
a |W Ei4atn(—etpt)|  -) ——— fae 

(8) Er RD | A yw Epil? Sen) — ae 
n=1 EN AT 7 


«© 


+ Vr 3 : ee 
16|ÿ—-3=— pif rar 2)” 


En vertu de l'inégalité obtenue, tout le problème se réduit à la 
recherche de la limite supérieure du module de la somme infinie 


E AVEC 2) 
DRC | 
T1 = (47? n)* 


A cet effet, considérons la somme 


nN . 
e—avr 
> AUS 
n>p ipa 


en supposant que le nombre a soit positifeto<e <1. 
A l’aide de la formule sommatoire (+) du n° 34, on obtient 


nSN z Nee IN 
—ayn eat e= av? 
DHOE : ff — (logé + 2C)dt + r,(N)—5 
n>p n° e p t N° 

¥ < a 

ea? eat 

lek) - f AIT ame 

p* Ae) tt 


En observant que l’ordre de la fonction 7, (a) ne surpasse pas celui 
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de la fonction Vz, on trouve 
e-aN 
imrN)— = 9, 
N= © Nt 


et, en faisant N =o dans a précédente, on aura 


ca 


Das 


Hi a 
@ Dm —= | — 


L 
fr 1 n° e/ p i 


De la même manieére, on obtient 


lim | WEY -{ (loge + og 


N= 2 a 


=|" (loge +20) ro(p) ae Oe 


La première partie de cette égalité ne —- pas de la variable o; 
donc, c’est une constante. A l’aide des raisonnements analogues à 
ceux qui ont été exposés au n° 32, on démontrera que cette constante 
est (+); on aura donc l'égalité 


2 9 d ‘ æ Le 
(raf (loge-+2€)S =— ME) — P rteÿa 2. 
+ 0 t* 4 t* 


En vertu de cette égalité, on peut prêter à la formule (9) la forme’ 
suivante : 


Pale 


i) 


Enr i —ay/t 
Sir(2) (logé + 2C)dt +f (loge + 26) 2 
= nt i tt 
(3 e Vi 
alla e-4VP — =) —avyt 
+087 )—ra(p) NUE 
4 : É 
px p Fi 


et, encore, une autre forme 


c 
ayt 


\ e-an Yo 
Se(2) hee r(loge-+acdes. { (logé+ Le 


Eh | Oy p ti 


‘3 le—ave — e-4 t 
OA ae esa 


- 


~ 


PE TT 7 


\ 
\ 
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Cela posé, supposons que la variable positive e décroisse infiniment. 
En observant que, d’après la formule (5) du n° 34, on a 


ro(p)+i—=—p(logp +20C—:1) 


à condition que o <p <r, on trouve, en faisant do, 


= -ayn Es —ayt C2] = 7 Ra. 
Ÿ r(n)° 3 = f 2 (loge-+a0vde+e(7)— f [roy Za 
Me 0 
a9 


n=1 n t* an 


Puisque, en vertu des formules connues, ona 


ibe LS oe a UG) +CTG)—T(G)loge 


LT Va 
il vient 
(10) Hi ce LD + CT (= T(D toga 
Hans ne a | 
flou 


D'après ce qui a été dit au n° 34, on peut déterminer une constante A 
de manière que l'inégalité 


|ro(t) +t/< Aye 


ait lieu, quelle que soit la valeur positive de la variable ¢. En vertu de 
cette inégalité, on aura 


co —ayt = = = dt 3 ee = Cas jt 
14 Pc <a “al RS de |, 
0 Be | 0 oo: t* 
0 “ 


et puisque 
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on peut poser 


—f" [role) + 3 112 ott sear (2 \va où © —1<I<3; 


En substituant le résultat obtenu dans la formule (10), on trouve 


as ee T’¢t)-+ CT(4)—T (4) loga 3 
= { —2 3 2 2 a S4AT Va 
a ie Va i ()+ G ) . 
OÙ 1. 


Cette formule subsiste, quelle que soit la valeur positive de a. 
En supposant que le paramètre a satisfasse aux conditions o <a<1, 
on peut déterminer une constante P de manière que l'inégalité 


log ~ 


DE (7) en - 


n° Va 


ait lieu, quelque petite que soit la valeur de a. 
En revenant à l'inégalité (8), on obtient 


co 


un | Siren eee Sb 


EX | 


Noos 


où l’on a posé 


a= qnyi(Vx +p?—2z). 
En vertu de cette égalité, on aura 


An 
Aer +p Te 


donc, en supposant que la variable ¢ soit suffisamment petite, on peut 
déterminer, à cause de (11), une constante A de manière que l’iné- 
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galité 


log~ 


Sy ees pt) oa 


ait lieu quelque petite que soit la valeur de o. 
A Vaide des résultats obtenus, on peut simplifier la formule (3). 
Puisque la fonction de la variable p représentée par la somme infinie 


Coe Gnd 2 pl) pie an rep) 
Yum) (A+1—m)!(4r?n)” 


seal 


d'après ce qui a été dit précédemment, tend vers la limite o quand ¢ 
décroit infiniment, tant que 


k+1—m21 et TD 
la formule (3) prend la forme 
(12) af (Wete(—2+ tt) —(— ti/h'g(—ax— ¢i)jide 


aan Ex 4n(— 2+ pt) + br4,40?n(— 2 — pi) 
lim Die(n ie (an Ayer 


Dans cette formule on peut poser = 0, 1, 2,.... 


37. Examinons, en premier lieu, le cas £21. Prenons un nombre 
positif N, aussi grand que l’on voudra, et partageons la somme infinie 


0 bre 40? n(— a+ pi) +Ërs4Tn(—x—pi) 
tt) = (ine 


en deux parties 


G3) San Ener 4m n(—x+ pt) +épuhrin(— x — pi) 


(4T° ae 


n) Hit n(— x Hhpi) + Ep n(— x — pt) 
Giren)ert 


Eni 4m? n(— 2+ pl) + bnai4mn(—2— pt) 
+Yir(n ) a= Uantnyet 


un 


US A 


, per Li 
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En vertu de l'inégalité (6), A aura - os a 


mies aid 


ask |Varrp DS EURE 


n>N(4T? n)? a 


et l’on peut poser 


- 


\ a nin (— x + pi) + Ens Grin(— x — pi) 
= - (Gre nyert 


= 92A|Vz+pt| 


ME 
2 


pee 


a>N(4Tn)? > 


où —1<39 2 1. En faisant dans cette égalité 9 = 0, il vient 


Eni Gnin(— 2+ pt) + beni qrin(—x—pi 
(14) eae a Ep 


~ 


Pre. + x ve 


sok 


re 
où —1<<S<L1. 
En observant que 
! n£N : ~ nn 
; hr 47? n(— 2+ pt) + bn iqnin(—x—pi) _ 2Nrsr(4T2nz) - 
De) CR os a ae 


en vertu de la formule (1) ith n° 11, on trouve, à cause de (13) 
eb (14), 


in (oy askin ne nt 2p) 


(4r?n }#+1 
wen k 1 
: dt 
= (0) METRE) + sua ya) 
n=1 n>N(4r?n) i 
OÙ —1<LS<1. 


4 
a 


dati ihn 


+ 


EN PT TPS Ne PET 
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En faisant dans cette égalité N =o, on obtient 


i V- Che Antn(—2-+ Lise ee Fe ig , 
lim Ÿ<(2) PU Geert (—2— pt) = Soe (n) Md) nx) 


= ED tN Gr 


et, a cause de (12), il vient 


I i) 2 : 
af Lette (tat g(— 2 — toit Varçn ean) 
af Lg a + ti) —(— tit g(— a — ti)]idt = Ÿar(n) Mees 


(GES! 


où Æ = TRE NES 
En substituant le résultat obtenu dans la formule (1), on trouve 


(15) nes fo 0e sde Sarin ar rte, A 


k! (ar? n)F#t 


A l’aide du développement de la fonction g(¢) en série infinie 


C2 


& (¢) = ir(n)E(4n*nt), 


HT 


on obtient 


ee TENTE CU ee it T° nt) dt, 


x 
n=1 


et l'intégration par parties donne 


2 Ë le hr?nx 
SF etyar= (nt Ÿ rte) CRD, 
x 1 
en vertu de la formule (1) du n° 9; donc la formule (15) peut être mise 
sous la forme suivante : 
— 1) ep (RAT) + Men (AT ax) 


iia ee = SE (hr n)iri 


= 


OU = 122,7. 


A l'aide de la formule (1) du n° 13 et de la formule (IF) du n° 14, 
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on peut développer la fonction r;(x) en une autre série 


> 
r—1 TS à 1e 


a OT ne: 2 Rh SNS ESS ery) 
Dunes ways a 
À=0 
5 cos | anv + 9 -)| 
T(r) oi 3 
n—1 (4T?n) 4 
s—i1 % 
+ (ok +2 + D(2k +2 — 1). (2k +3—2)) 
Peru aa 
y=) 
ent (nx 
NE ES VE 
n=—1 (4Tr°?n) 2 4 
= +; :(2k+or+n(2k+aor—n...(2k+3—02r) « +(n) 
RU ir y] RE 
girs} Rabie 
n=1(477n) ? 
Æ—s 1 7 : de 
+(—1)tHealna ? +7(2k +28 +1)(2k Dee as) 
a ; ent ne 
x Me(n)— ae 
NT (4Tr°n) 2 k 
où . 


ami he Fe 5, Gator ail et r2k+1, s2k+1 (Rts a ean 


Sur les valeurs approchées des fonctions 7,(2), 7.(x), .. 


38. La formule (1) du n° 37 peut servir au calcul des valeurs 
approchées des fonctions 7, (a), r,(æ), ... à condition que la valeur 
de la variable positive x soit suffisamment grande. 


Tutortme I. — Étant donné un nombre positif a, pris arbitraire- 
ment, on peut toujours déterminer une constante À de manière que 
l'inégalité AZ 

| rrp (a (x)|<Aa?” C où k21 


aut lieu, quelle que soit la valeur de la variable x satisfaisant à la condi- 
On Baa. 
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Les sommes infinies qui figurent dans la formule (1) du n° 37 ne 
surpassent pas les limites suivantes : 


rase | ler i) 


KEK 
a = (4T°n) 2 


pats 
4 


{ 
> 
+ 
> 


et 


En faisant, dans la formule (rdume37, raz f= #1, on ob- 
tiendra 


ae k+i 


kK—) 1 + 20 
- +7 (9k+oA+ k+2h—1)...(2k+3—22 ( 2 
real <a VrŸ x wack = al Yet un oa 3 


cee 
À=0 (47°) 2 4 


En vertu de cette inégalité, le théorème énoncé devient évident. 


TuéoRÈME I]. — En posant 
Et À NOT ; es Se ee 
rye) = ayn Ya? HORT ARF OS ne 1)...(2k+3—2)) 
a \! 
a cos| 4nyna +5 (4—k ~~) 
x Siz(n) gti —— +R,;(x), 
m1 (4n?n)? 5 


on obtient la fonction R;(æx) dont la valeur numérique ne surpasse pas 
la limite 


kn 


IR: < Aa ? 


ou | ccc | ips Ciel et NOW Mg Dep c 


quelle que soit la valeur de x satisfaisant à la condition x >a, A étant 
une constante fixe. 


On démontre ce théorème à l'aide de la formule (1) du n° 37 ayant 
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égard à ce que les sommes 
CAM 
D 3(2) - AES Oo es 


n=1 


 décroissent, à mesure que la variable æ croît infiniment, plus vite 
qu’aucune puissance de a. 


‘A 39. En rappelant la formule (3) du n° 33 : : 
à _n£æx > . 7 
; Sion) ee =f £ ET Le (loge-+ 2C) de 1 
oy i. 
p ae (2 ere ee ; 
a +3: DS = THe) 3 


on en conclut que la fonction numérique 


n< 


REMY EEE 


n>0 


Re 


peut être représentée par POUR DONS 


— (ae à ak-). 
OF oge tater Sein Se TDP 
7 y=) 
"2 A : 
es en vertu du théorème I, avec une erreur dont l’ordre ne surpasse pas 
\ bie 
c : celui de la fonction a *. 
La fonction —- — 
[Se Steaks Moon 2C) dt 
m—1 
= a = ee (24 ++ 19 k+ 07 È 
ct) a et À nt Gee emake eue 
Sec ms paie” 27] LS 
a cos| 47 me+F(a—k—2)| 
2 
t(#) k+h 3 \ 
—— + 


{ATs Vee ey ET 
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représente la fonction numérique 9,(#) avec une erreur dont l’ordre 
à 2 a = = = 4° ‘ 
ne surpasse pas celui de la fonctionz ? ‘oùm—o, 1, 2,.... 


Il en résulte qu'en faisant m= + 1, on obtient la fonction 


Aer) ‘ 
be(e)= | ——— (loge+2C) de 
J ar loge + 20) 
k l. 
2 or ak-h x. PME ol) (ak ar |) rie 
E(— 2 4 . » 
Dit Fe ren ne Go 
)=0 
ae cos [anvae+2A—k—4) | 
DU EE 
n=1 (Ann) ? 4 | 


qui jouit de la propriété suivante : 


La valeur numérique de la différence o,(x) — Ÿ,(x) tend vers la 
limite 0 à mesure que x croit infiniment. 


Développement de la fonction r,(x) en une série infinie. 


40. Nous avons défini au n° 33 la fonction r,(æ) par la formule 
suivante : 


(iy rez =t(e)—af g(tyae+ fo [g(—2+ui)—g(—2— vid 


La seconde intégrale qui figure dans cette formule présente, comme 
nous l’avons vu au n° 35, la limite de la somme infinie 


(2) in [e(—x#+tt)—g(—x#—t)lidt 


5 © 
= lim Ÿ + (2) aan 


n=1 
Considérons la somme infinie 
. T2n(—£# + pt 
dy”) E,4 ( p iy 


Ann 


n=1 
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D'après la formule (1) du n° 13, on aura 
E147? n(— x + pi) 


3 re eva i-c+pi) 


=ValanVn(— 2+!) |: ebm im 


pute ral 


où | S| <1. En vertu de cette égalité, on obtient 


œo 


G) DEC ny 147? n(— x + pi) 


Ann 
n>N 
—4 Vat=x+pi) = æ 
—=Vr(V=x+pi) DEEE Re rec 
n>N (47? n)* | V—a-+ pi |? a>y (4r?n)* 


ot |S,|<1,N étant un nombre positif, aussi grand que l’on voudra. 
A l’aide de la formule sommatoire (x) du n° 34, on obtient 


oe —— 
—4T Yn (-x+pr) 


Dr) a 


3 
n>N (4T°n)* 


er v\(—x+pi) 


Le æ+pé) 
NE A a Care UN 


3 


Lt (4n2N)* 
eat TN (—#+ 60) > Rx + pi) 

TN) Dy ih Ct) Di 
(4m?N)& x (4n%e)* 


puisque l’ordre de la fonction 7, (2) ne surpasse pas celui de la fonc- 
1 
tion # et que l’ordre de la fonction 7,(¢), en vertu du théorème I 


3 
du n°38, ne surpasse pas celui de la fonction ¢' et, par conséquent, 
Oona 


hamlet a FEES ETES 
; er Vt (—2+pt) : e “ATR yC(-a+pd 
LO (ot erp, lim FCO De ————_ = 0. 
= / 2 4 = 2 & 
(47° ¢) (47? t)* 


En effectuant les différentiations dans l'égalité précédente, on 


r 
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trouve 


eo 
>" 
n>N 


e—*rvr (—x+pi) 
(2) —— 


(4ntn) 

ea Vt (—x+pi) eu 
=f ae ows 2C) dt — r,(N) 2 
Nr) (4T? Ny 

TN x + pi er) 
—r(N)£ _ jw gerne a) 
(4m N) VN 

FR e + où [7 «à 


URSS A +pi) —4T VE (—x+pi) 
+\/2 Aer pinf Blea tee oat dise —"— [7 IN tte 
2 FUN 


fas 


En vertu de cette égalité, on peut poser 


—4T yn (—x+2) ae AR VE —a+ pi) 
(4) Sens =Van(—2-+ pù) f CH NRA EN 


TITRES 
n>N (Gri r)e N iM 


et la fonction ¢,(N,¢) satisfera aux conditions suivantes : quelque 
petit que soit le nombre positif e, pris arbitrairement, il est possible 


de déterminer un nombre positif N,, de manière que l’inégalité 


(5) Fo(N,p)1<e 
ait lieu tant que 


(6) NN SRG remet o <0 |< pe. 
En vertu du théorème IJ du n° 38, on peut prêter à la fonctions, (4) 
la forme suivante : 
€ cos (érvri =F) 
ritt)=ayré >, 7(2) : = + SA! 
n=1 (4r?n)* 


oùt>t,,|5|<1 et A désigne une constante fixe. L'égalité (4), après 


al. 


or # e 
; : *s 9} "s où, 1 
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L 


la substitution de cette expression de la fonction 


= : em n ( (api) ’ ier ’ = : aE È 
Me FU es ee . : ay. 7 | 
La 7 


n>N (4n?n)* 


à - An \nt——- 
=a? x(— x + pl) Se cos (anya TE) 


/, (4rn)* 


enr À tai N, ae 


où la fonction 4, (N, 9) satisfait aussi aux conditions (5) et (6). 
Dans la formule obtenue il est permis d’intervertir le signe de 
sommation avec le signe d'intégration; il viendra 


: | a 
DO er Vat-x+pt) ge 
x (4nta)t : “va 
2 = 4 
— eee pi) | a(n) er ttyl (—2+61) cos eyes me Re d (N, P 
Ae eae 4 Pp 
> ai (Arr) YA : 


En substituant le résultat obtenu dans la formule (3), on trouve 


LL 


(3) Ÿ <q) En 2 + 06) bed 


AT? 
n>N 


= (or) SS a oui t(n) = [ eine wos (4x ym —“F) + 34(N, 0) 


naai(4nin nye 


où la nee 6,(N,¢) satisfait aux conditions (5) et (6). | 
Considérons l'intégrale définie 


fs envi (—2-+81) cos OUT RL 
“ yy À 4 t 


Cette intégrale peut s’écrire 


[ en tT /t(—"+61) Cog (ar vn = 37 dt 
N 4} t 


ur 3Ti 
à æ Re 

= =f. enn t(/—a+pi+iyn) dt ae Ale 
e2 t 2 


N 


[ er vtr +pi-iVn) dt Se 
2 


N é ‘i 
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et comme | 


LA Ae 
ae | einer er yn) dt == So 1 : 
2 oN l VN an (V—xz+pi+iVn) 
3T 2 


ee [wea = 5 Se 
2 de ee VN on 2 tore n) 


ou |e, < tet /S,/< 1, on aura 


ole le ae 
(8) [ e—#rVt (—#+61) cos ( qn Vint == 7) de 


U8 \ Dr: 
at | Zo ns >, | 
— VN laxr(V—@ + pitivn) VSS | 


Cela posé, prenons une fraction quelconque positive «. 


Or 


Or 


Supposons que la valeur entière positive de 7 satisfasse à la con- 


dition 
In—x|2c. 
En désignant 
V= x + pi Beer Ap he 3, 
on aura | 


3—23ÿ/—x+pi=x—n—pi; 
il en résulte que 


à 
Var+pii|æ—n—pil£isP+e|s|(Ve+ pt) 
et 


A pay 
HEC CET ECTS 


En supposant que a << x<b, on peut donc déterminer une con- 


stante A de manière que l'inégalité 


1 


= 2 pr Eur 


Za 


ait lieu tant que 
a<æ<b et |n—-ax|2a. 
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| "dy FX 7 
Don vonoxoi. 


En vertu de l'égalité (8), on peut poser < 


—_—_- j | 37 ig eer 2 
; ARE PT CO LAY NIMES 
(9) if “4 (4 ee LIT UN 


ou Seo el ala | 
En partageant en trois parties la somme infinie qui figure dans la 
seconde partie de l'égalité (7), on obtient 


nSx x" n£xr+a 


(ro). DOE XY fot DY fin)+ 5 fn), 


n>0 n>x—a n>xr+e% 


où l’on a mis, pour abréger, 


Vinee Len icos (nyt — FE) S 
(4r?n)* N | ; . 4 fi 


En vertu de l'égalité (9), is vient 


< 


nSx— a Hl n£x—a Bone is rey 
MAR ere f(n ns; = ——; 
2 VN 7 2 Gen} LS VX D 
etilen résulte — > 
niax— Gé : 
ALT) 
NA net |< — 28h; 
n>0 Pre NN Ge) 


done, l'égalité (10) peut s’écrire 

Ÿ - Ie & (enr sa (ar Vint — T)¢ 

ami (4nin)® a A À 
tT(n) 


= aS ——— € VIEN cos (Gynt — ŸE) 6 Er QE Likes) 
n>x—a(47?n)* YN 4 rVN Ga 


OUPS ETS 
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En substituant le résultat obtenu dans l'égalité (7), on peut poser 


(11) dr) iene + pt) 
n>N 


n£x+a 


— (27) (V=x pi) > TL fe cos (anni) F + ae) 
n>x—a(GT?n)* N Kept 


et la fonction 6(N,¢) satisfera aux conditions 
(12) LO(N,e)|—<e tantque N>N, a<a<b et o=[p|< po. 


41. Supposons, en premier lieu, que l’on ait attribué à la variable x 
une valeur positive quelconque qui n’est pas un nombre entier: on 
peut déterminer, dans ce cas, la constante « de manière qu'aucun 
nombre entier z ne satisfasse aux conditions 


LAN 2 + a. 


La formule (11) prend, dans ce cas, la forme 


co 


(13) Sic(ny Hitt EPL 3 (np); 


Ann 
n>N 


il en résulte, à cause de (12), que les sommes infinies 


ee ie en > 


iid w=1 


dans le cas considéré, tendent vers des limites fixes quand la variable 
positive p décroit infiniment. 
En partageant la somme infinie 


Yr”) E,4nin(— «x raie x — pi) 


n=1 


. 
Pr 4” 
508 


en deux parties 


qn? as v+ pire bleh Gee 
a ores ; : 


nin oe ty . Lt, 
Re 


Lie À 


la fonction (8), a cause de é oe verifie P inegalite 


(14) |a(N) | < 9618 condition que N>N,. 
En observant que 


hn’ nee bistal n(—2—pi)_, mi(4ntne) 


a | _. mn Artin 
on trouve 
a TU) he eee 
ce De Seco ae 
4 | 
rate oc 


ct puisque, à cause de (14), 


Jim AN) 0, 


eo a. 7 


x \ 
\ 
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on trouve, en faisant N = 2, 


oO E,qmn(—a-+pi) +i, qn?n(—x—pi) < .Mm(4Tn €) 
Him Zen) Res D 102 oe eee 


n'=A1 n=4 


42. Considérons maintenant le cas qui offre le plus de difficultés : 
la variable x est un nombre entier positif. 
Dans ce cas, la formule (11) devient 


Ss E,4nn(—a2-+ pl) 
Det en 
n>N 


=(an)'(V— 2+) 


rola 


af eT eos (Arai) T4 3(N,0). 
(4m a)*¥N 


En supposant que la variable 9 soit positive, on peut écrire 


eo 


(15) D ius 


Ann 


n>N 


5 
= (x) (\/- 1 + aye e—ETVU—xEpi) cos (anvei-") ay +0(N,¢). 
27 + Ca N 4 : 


Considérons l'intégrale définie 


A LT = 32 \ dé 
it e—*rVt (—xÆpi) cos G Vict FPE 
un 


N 


cette intégrale peut s’écrire 


e—'tyt x+pi) cos (ar var 1e =) = 
N 


3m = 3T1 d 
se en ace SE A Rare ct. y dé 

== o eine ly-ae pitt x) dt af € | ent tl/—xtpizi We) aaa 
2 . t 2 Jy U 


En observant que 


fe eaerst TS 
t 
À d j ; : ANNEES iiyx) dt 

=~ 2C—logN—slog4x(V—azpiz ie) + [ (1—e# onus je 


0 


| où | 3 | eae 1, on trouve 


if en ip Va) À a 


= RE Weslo bl) + BNR (FER = fo. 


D'autre part, ona — 


PTE 


F 1h a En LT dt _ 5 
x ~ YN ET) 


où |S, I< 1; donc, il vient 


(16) i e-it/(—z=pi) cos (4x Vzt— ny) # 
L Fe 
=F 126 at VD + REV 
+7 DRE TETE 
Puisque Se 
un y + Arpt Ant 
l0g4r (V—-xEpiTr = log > = logp + log ———_—__~ 
8 (V p + iVz) Narco wt pitive SP "Va per Va 


et 
V—xzEpiTriVz= 


\ 


2) 
VerpitVe 
on peut mettre l'égalité (16) sous la forme suivante : 


fa enV t(—2£p7) cos (ana ae 7) dt 
N Mt 


3: 
+ 


= — 2C—logN —2log2= —alo enr 
= fr au ae oP ST SING o(p); 
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où |3| <1 et la fonction d,(p) satisfait à la condition 
lim d,(p) =o. 
p=0 
En substituant le résultat obtenu dans l'égalité (15), on trouve 


DISONS 


AT°n 


n>N 
RES LE 
SC NT Ee) Se ee Sete Nae Ole es 
See IE = 20 — Iog N See 2loge 
Si + do( + Ô(N, 0). 
URE | (N, p) 
Puisque 
4: Gz 7 ii 
(joel is VE 
æ 
il vient 


er ay HT; i 
Va.) 


et l’on peut poser 


(Jose) = À 
TI CSS + À, 


LE 
où le module de A ne surpasse pas une constante fixe; donc l'éga- 
lité (17) peut s’écrire 


œo 2 A Je ‘) 
dS) is ve pe 
el 3T 


Sri =m 
BIN eae É (-2c- log 


2 


do + 0(N,p). 
RE à o| + 0(N,p 
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En vertu de cette égalité, on peut poser 


Sane Grin(— x + pi) 


Ann 
ao (c+ logan y/* + log J+ tera 0), 


où la fonction 6(N, ») satisfait aux conditions (12) et 


(18) 
n>N 


limd(p) =o. 
p=0 


A mesure que la variable 9 décroit infiniment, le module de la 
somme infinie 


4rn(—a2t pl) 
4rn 


croit infiniment, en vertu de l’égalité (18). En prenant la somme 


Sete ere ED ogo, 


Ar?n 
= A 
* 


on obtient la fonction de la variable 5 qui tend vers une limite fixe 
quand p décroit infiniment. 
Désignons, en vertu de l’égalité (18), 


< GhTr(—æz+pi _ ;T(x) N ue IS AT 
Dr (n) 1 eae sf en (« +logany/™ + loge) +A) + atN,9) 
n>N 

Egnin(—a—pl) _ 7 @) 
Sa n) er FEI où = C+logany/S + loge) + (8) +3, p). 
n>N 


En faisant la somme de ces égalités, on obtient 


Ÿ (2) G47? n(—a + pi) +b,4n?n(—ax—pi) 
aaa Ann 


= dotp) + d1(p) +9,(N, 0) +4,(N,p), 


n>N 


D et 
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et il en résulte 
Lee] : 7 i = a | 
lim DÉDEEL n(=x+pi) +é4rn( PU N. 
=0 oe n 


n>N 
où la fonction ¢(N) satisfait, à cause de (12), aux conditions 


| d(N)|<2e tant que N>N. 


Il en résulte 
limd(N)=o0, 
N=0 


et en faisant N = , on obtient l'égalité 


: < E,4mn(—x+o01)+ &,4r?n(—x— t) mer ) 
a mer PO = Sarin ME) 


qui subsiste donc, quelle que soit la valeur positive de la variable x. 


43. Kn substituant le résultat obtenu dans la formule (2), on 
trouve 


ny ( (ae na) 


i ERA PS te Sain) aah 


Teil 


En vertu de (1), on obtient 


ny (4r?nz) 


re(w)=$e(e)—2 fale) dt+ Dorn) a 


et puisque 
ff g(1) de =Syx(n) SEE), 
il vient 
\ i(4rnx)—E(4rnz) 
(19) ro(@) =37(2) + Yar(n)- (4m oS Tne) 


wt 


A l’aide de la formule (1) du n° 43 et de la formule (II) iy n° 14, 
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on peut développer la fonction r,(æ) en une autre série infinie 


À (94-41) (2A—1)...(3 —22) $. Ne ce [ anvanw+ 2 (2— *)| 


(1) ro(t)—= ta De a À 2H]! À,3 
n=1 (4Tr°n} 4 
Ge À 
oe 7-3 (2A-+1)(2A4—1)...(3—2) ae 
D) RME COR ye n) 
Gen} i 
Piney a FORD lores ln eb 


n=1 (47 nt + 


pisces tia EET wee 


— 22 for A 
n=1 (4ntnjers 


Ole de TOE LOT AS Al 


Sur les valeurs approchées de la fonction r,(x). 


44. THÉORÈME. — En posant 


Wal D) (ln) (20) cos| dnynwe+ (1 — :)| 
ro(z)=3 fo) eave D So ais DU RER IFRS 
=0 $ fie À T? + 


où m21, on aura la fonction R, (x) dont la valeur numérique ne surpasse 
pas, à condition que x >a, la limite 


1 m 
[R(æz)| <Az! ?, 
A élant une constante fixe. 


On démontrera aisément le théorème énoncé à l’aide de la for- 
mule (1) du n° 43. 
En rappelant la formule (3) du n° 33: 


< 


n 


=f (logé+2C) dt+%(0)+ r(x), 
> 0 


x 
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ou, autrement, 


n Sx 


(2) =2(logr+2C—1)+1+7,(2), 
n>0 


on en conclut que la fonction numérique 


n£x 


plz) =Ùr(n) 


n>0 
peut être représentée par la fonction 


æ(logxz+2C—1)+i+ir(x) 


ee LEK +. æ cos | 4rynz+T(1— 
+ ar >a non. $ LVS) 
A=0 oa, Gan 


ou m=1, 2,... avec une erreur dont l’ordre ne surpasse pas celui 


mr 


1 
de la fonction a’ *?. 
Il en résulte qu’en faisant m = 1, on obtient la fonction 


cos (avr 5) 
4 


3 
% 


Yo(2) = æ(logæz + 20—1) +i+iT(x) + ra Ÿe(n) 
n=1 (4T?n) 
qui jouit de la propriété suivante : 


La valeur numérique de la différence 9,(x) — V(x) tend vers la 
limite o à mesure que la variable x croît infiniment. 
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SECTION V. 


FORMULE SOMMATOIRE GÉNÉRALISÉE SOUS UNE FORME NOUVELLE. 


mére), 


. vs . a er &: 
Étude de la convergence de la série infinie Ÿ +(2) Lun 


‘he | 
45. Tuéorème I. — La série infinie 
ip T°Rze 
DEC m(arnæ) 


4T?n 


n=1 


est uniformément conver gente dans chaque intervalle m+a<x<m + B, 
m étant un nombre entier positif quelconque ou zéro, et a et 8 deux 
fractions positives, prises arbitrairement. 


Considérons la somme infinie 


Se eri ey 


Ai? nm 
n>N 


N étant un nombre positif aussi grand que l’on voudra. 
En vertu de la formule (IT) du n° 14, on aura 


a ; 2 z 
Eo oe re [cos CIRE ef 
A 


°32rVnrr 


— Ii ests 
il en résulte 


— 
IA x 
cos (ar Vnz— 7) 


« ci Ca / 
0) Decne — yet Pon) — 
n>N n>N (47? n)* 
SAUT . T(n) Wide ss 


16a (Gn? n)* 


~ 


: 
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À l’aide de la formule sommatoire (x) du n° 34, on obtient 


n>N (4T?n) 
cos G Via — ) cos (4x VW?) 
= ee O4 Ae es Eu? 
N (4nte)* (47?N)* 
cos (nVNa — 7) cos (4nyew —?) 
+r(N)Ds SN PES tas HET ROT 
(4m N) (4n2e)! 


En effectuant les différentiations et en substituant dans la seconde 
intégrale qui figure dans cette égalité l’expression de la fonction r, (¢) 
obtenue au n° 38 : 

at. cos (4ny/nt —*F ) 2 
E(t) = ay nt” > t(n) ieee eels + SAs*, 
ar > (hnin)* 


on peut poser 


cos (4nvnw— ) 


2. 
le 


CMD =) 


n>N (47?n) 
— 32 
: et, cos (4x Vint — we LE 
re f den) —— "2% cos (are) À +8 (N 2), 
PE (4n?n)* x 
et la fonction 6,(N, x) vérifiera l’inégalité 
(3) [O.(N,2)|<e à conditionque N>N, et a<x<b, 


e étant un nombre positif aussi petit que l’on voudra. 
En introduisant un nombre positif T, aussi grand que l’on voudra, 


on aura 


aes 
(4) fie 2... (vai) 


— 38 
T = cos (avi ŸÆ 


=tim f yr”) cas! (OS ONT ee cos (4 vat — ae 


à. 
Nes, (4T?n)* 
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et puisque 
= 
7 3 cos [4 Vni— =) J 
4 = T é 
if yi 0ns (ar ai 7) F 
N uz fe (4n?n)* 


AIN T3 


t(n) ae RU res ER — 3n\dt 
= 4nVat —>)cos(4nVnt— —)—, 
rt f ( i) ( ) 
il viendra, à cause de (2) et (4), 


Fan) cos (4x Vna—F) 


+ Grn) 


T(n) 
—=— 9 *rælim py 5 


T 
cos (4x Vat— 7) cos (ar ri — F)+ + GUN, x). 
=1(4ntn)**N : k 


En vertu de (1), on peut poser 


(5) DEL) ioe 


At?n 
n>N 


nie in z(n) ; PCT) cos (arvri 


pra 2 )4 +0,(N,2), 
mn)" 


et la fonction 6, (N, a) satisfera aux conditions (3). 
En observant que 


f os (ant 7) cos (4nyint — ° =)¢ 


= if cos4n VE (Vx +n Tq side i(Va va a 


2 
on trouve 


(6) lim aH) 


ot > eae cos (4n vat _ 7 )cos (ar ai) À dt 


t 


= Fim YO ( cosinyily-+ Vn) À 
ate, (4ntn)* ; 

= SAME REP nt Ce 
Toe (mn) Vs 


\ 
\ 
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A l’aide de la formule 


D EE nn) 


ou —1<3,<1, on obtient 


-23 s/f conta IE Vir 


ni (4ntn)* 


ee ae) est 
27 VN VT rie) Vz + Vn 


et, à plus forte raison, 


LD EU Pons ve (Em) < ED (Atay) 


oe (GT? n)* N (472) N VT 


ci 
4 
En vertu de l’égalité obtenue, on peut poser 


= T 2/7 
(yee = lim re im Ole ne eG) 
sr) AOC 


OÙ—ILI<I. 
Prenons maintenant une fraction positive quelconque p et considé- 
rons l'intégrale définie 


T 
mit singn Viz — yn) = 


en supposant que | a —n|2p. 
En observant que 


£ E ff snérvi(e € = (% “ a) 


<ttVE+p 
+ p 


Car 


où—1<I<1 etlæ—n|Ze. 


a 2 


Le 


PEACE GEORGES vonoxo}. TENG 


on obtient 
a fans | 


donc, on Berar 


| RU Re ee EN ENS ee aE Rae er? 


En partageant la somme infinie 
Fa IN sinér Viva —yn) À 
n=1(4r?n)"N 
en trois parties, d’après les conditions 


o<nsx—p, 
T—p<n£x+p, 
T+p<n£o, 


on aura, à cause de (9), 


œ T 2 | 
“ -> tu) _ sin4r VE(Vx — va) 


Gen) : 
n=xr+p 
= HE (+) ACIER s(n) sine ei 
amp \VN VT) Gant À Gr) ox oan 


où —1<S,<1; il en résulte 


\ 


ia T 
(10) np f sin 4 r Vi(ya — Vn)L 
‘ =, ST hkr?n)* N 
n£x+p 
_ 3 e+Vep BW Ey eR 
= WR am a el sindevive— ya). 


n>x- p (Grin)? YN 


En vertu de (8) et (10) on peut prêter à l’égalité (6) la forme sui- à 


SUR UNE FONCTION TRANSCENDANTE, ETC. 521 


vante : 


æ T F 
nee ue qe (anvze = :) cos (4x Vint — 7) a 
an Gr) de 4 


n—v+P 


FAN t Aro FE =/ = —\ dt 
Ro te 


n>x— 


où la variable A ne surpasse pas, en valeur numérique, une limite 
fixe à condition quea<a<beto,<p<t. 

En substituant le résultat obtenu dans la formule (5), on peut 
écrire 


(11) D r(n)? Bian ne) 


hen 
n>N 


3 5 y t 2 ay ae re 
=o. ee D Sf sine VE — yn) & + a(N, >), 
N 


7 
i 


et la fonction ¢(N, +) vérifiera l’inégalité 
MM re a condition que N=N;, a <æ<b: et p<p <1, 


e étant un nombre positif, pris arbitrairement. 
Ces préliminaires posés, supposons que la valeur de x satisfasse 
aux conditions 


(13) m+a<r<m+h, 


m étant un nombre positif ou zéro et « et 8 deux fractions positives 
données. On peut, dans ce cas, déterminer une fraction positive de 
manière qu'aucun nombre entier ” ne vérifie les inégalités 


m+a—p<n<m+f+p; 
on aura alors, identiquement, 


n<x+p 


me = pa =) dt 
a sin4r VE(Vz—Vn)= = 0 
map (ann) ve | 
Ann. Ec, Norm., (3), XXI. — DécemBre 1904. 66 


522 GEORGES VORONOIÏ. 


tant que la variable æ satisfera aux conditions (15), et, en vertu 
de (11), il vient 


Dre. 7) TONER EE x). 


4T?n 
n>N 


A cause de (12), on aura l'inégalité 
M(4TR x) 
(14) ys anal oe 
n>N 
qui subsiste à condition que 
N>N, et m+a<x<n+£6, 


ce qui démontre le théorème énoncé. 


46. Tutortme Il. — La convergence de la série infinie 
3 - ni 4at nea 
19 CU 
(15) er 
nm=1 


est a variation limitée dans chaque intervalle fini a Lx <boua>xo. 


La somme infinie (15) représente, comme nous l'avons vu au n° 43, 
une fonction numérique qui passe brusquement d’une valeur à une 
autre dans le voisinage des valeurs entières positives de la variable æ 
pour cette cause, la convergence de la série considérée ne peut être 
uniforme dans chaque intervalle fini. Cette série jouit d’une propriété 
importante, à savoir : 


La valeur numérique de la somme 


C2 


n(4Tnx 
Din Bort) 
od 4n in 
n>N 
ne surpasse pas une limite fixe, quelle que soit la valeur attribuce à N 
quand la valeur de x est comprise entre les limites données a <x < b. 
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En vertu de cette propriété de la série infinie (15), on peut dire 
que la convergence de cette série est a variation limitée. 

Le théorème énoncé est une conséquence immédiate de la for- 
mule (11), puisque la valeur numérique de l'intégrale définie 


f sn vite V5) € 


ne surpasse pas une limite fixe, quelle que soit la valeur de N; c’est 
ce qu’on vérifie sans peine. 


Nouvelle forme de la formule sommatoire généralisée. 


47. Nous avons vu au n° 25 que la somme 


n<b 


D2) f(r) 


n> a. 
peut être représentée par l'intégrale définie 


n<b 


b 
(1) DÉOMOE M2)4e(2), 


n>a 


prise dans le sens de Stieltjes, où l’on a mis 


n < Æ 


(2) p(æ) = r(n). 


n>0 


La formule (1) subsiste à condition que la fonction /(x) soit con- 


tinue dans l’intervallea<a<b. 
S28) te - ge 4 2 Q 
De la même manière, on démontrera que l'intégrale définie 


b 
a o(æ)d f(a) 


a 


>. Ps Li a : ra te 
= a TS D Le ~ . 


es : 


fof te pere VORON ae 
vu a a a0 ay . a 
a aussi un sens et que deux intégrales i LE € LL 


i seat 


freee) et vias vas ro TN 


pont liées par la relation “a 
f fla) do(2) = 9(0) Mb) — 9a) fa) — f(x) 4 Ka), 


En vertu de (1), on aura 


nb 


‘ b 
8) Yrs sn) = 08) $0) — ea) Ha)— TOC) 


a>a 


“Nous avons défini au n° 33 la fonction r,(æ) par la formule 


n£x 


Daf (loge + 20) dé + 2(0)+ rw); 
À ss n>0 fi z 


LA 


donc, à cause de (2), on aura 


(4) o(æ)=x(logx +2C—1)+i+r(x). 


~ « 


En substituant cette expression de la fonction 9(a) dans l’intégrale 


fe o(x)d f(x), on obtient 


_ | F 0 b ’ b 
‘= | f e@ara=f [x (loge +26—1)+ Hd f(a) + f ro(x)d f(x), 
; et l'intégration par parties donne 
1 [#02 fix) =[0(logd + 26 — 1) + 1] (8) — [a(loga + 2€ — 1) + 1} fla) 
wi : ! CE 


b b 
-f f(æ)(logx + 2C) dr +f riled f(a). 


CR TE 
ome ÿ 
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En substituant le résultat obtenu dans la formule (3), on obtient, à 
cause de (4), 


n<b 
3 = if b 
(5) Sry fy = [ J(æ)(logzæ + 2C) dr + r,(b) f(b) — na) fa) — f rele) ad f(z). 
n>a TE 
Cette formule subsiste à la seule condition que la fonction fla) 
soit continue dans l’intervallea<a< b. 


48. Supposons, de plus, que la fonction /(x) ait dans l’intervalle 
a << x << bun nombre limité de maxima et de minima. 
En développant la fonction r,(æ) en série obtenue au n° 43, on 


peut poser 


ou n= 
(6) Rie aN), otre) 


n>N 


En vertu de la propriété (2) (n° 24) des intégrales définies de 
Stieltjes, on déduit de l’égalité précédente la formule suivante : 


b 


‘i ry(aw) d f(a) 


f n SN 
8 = ah 2 a 2 : Pall) 
= de (2) a f(2) +> ac(n) f DRE EEE a ny | R(x, N)d f(x). 


Comme la fonction t(a) a la valeur sero chaque fois que la valeur 
de æ n’est pas un nombre entier positif, on aura 


b 
i cad fi a) = 


et l'égalité précédente devient 


<N 


b n 
(7) [ rola) d fle) = Ÿ 22( mf men ase) =f R(x, N) d f(a). 


526 GEORGES VORONOI. 


Le reste de cette série 
i) 
[RG Na fle) 


tend vers la limite zéro à mesure que N croît indéfiniment. 
Pour le démontrer, désignons par 7,, 7, ..., rx, tous les nombres 
entiers satisfaisant aux conditions 


DEL CEI LL GE SN I eS b, 


puis prenons un nombre positif p, aussi petit que l’on voudra, et par- 
tageons l’intervalle (a, >) en des intervalles suivants : 


(a, ap}, (a+ 9, n,—p), (ri — p;, ni), (ry, n+p), sey 
(Ny-1+ p, b—p), (b—p, b). 


En supposant que la fonction f(æ)ne possède dans l'intervalle (a, b) 
qu’un nombre limité de maxima et de minima, on peut déterminer un 
nombre positif p de manière que la fonction f(x) varie dans le même 
sens entre les limites de chaque intervalle 


(a, a+p), (ri — Pp, ni), (ris m+ Pp), PY | (Axis Ari p), (b—p, b). 


En désignant a= n, et b = n,, on peut présenter le reste de la for- 
mule (7) sous la forme suivante : 


b 
(8) [ R(æ, N)d f(x) 


k—1 ee ny —9 % 
=f" RCA Ne s(x) +f hk RG N)d fw) + [7 


n 
A=O\ 74 ent LEE nl 


R(x,N)df(æ)|. 
Considérons l'intégrale définie 


TR nn 
(9) f R(z,N)d f(x) où ET he Syne, eee 


Bact p 


Quelque petit que soit le nombre positif e, pris arbitrairement, on 
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peut toujours déterminer un nombre Ny de manière que l'inégalité 
(10) [R(x,N)|<e 

ait lieu à condition que 

(11) N>N) at TENA OG Jae 0) (Ae Oy 1, 2;... 25.0 —=1). 


En effet, nous avons démontré au n° 45 que la série infinie 


est uniformément convergente dans le domaine n+p << a< m4, — p 
où o< 9 <1; d'autre part, la série infinie 


, 


% nae 
Dy Bee”, 
aad Ann 
4 
en vertu des propriétés de la fonction £,(x) démontrées au n° 13, est 
uniformément convergente dans chaque intervalle ax<boù a>o, 
il en résulte que la série infinie 


S e(ny marine) = E(4rne) 


asad Ann À 

est uniformément convergente dans l'intervalle n,+p<x<m,,— 6: 

donc, à cause de (6), la fonction R(æ, N) satisfait aux conditions (10) 
et,(r1), 

En observant que la fonction f(a) ne possède qu’un nombre limité 

de maxima et de minima dans l'intervalle (7, #,,), on peut déter- 

miner une constante positive A, qui ne dépend pas de p de manière 


oe Renee 
que l'inégalité 
jas 
Bhs Se 


Ré Nasco) < MA) 
ie 


ait lieu, M étant la limite supérieure des valeurs numériques de la 
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fonction R(æ, N) dans l'intervalle (m+ p, m4,—p); on en conclut 
que la valeur numérique de l'intégrale définie (9) vérifie, à cause 
de (10) et (11), l'inégalité 


< eA) (KO, 1733 oy KT 


ee ly 
(3) f  R(z, Nd f(«) 
ny— 


Considérons maintenant deux intégrales définies 


(O'R@ Nasa) a 1 R(z,N)d f(z) (re 0 I, 29 cacy k—1). 


wv ny LAS 


En vertu du théorème II du n° 46, la fonction R(x, N) vérifie l’iné- 
galité 
(13) |R(æ, N)| <B à condition que dx, 
B étant une constante fixe. 

Puisque la fonction /(#) varie dans le même sens dans l'intervalle 


(m, + p) et aussi dans l'intervalle (7.4, — 9, »),,), on aura les iné- 
galités 


<B|f(m+e)—f(%) | 


uel 
ip R(x, N) d f(x) 


À 


1h "" R(a, N)df(æ)| <B | fm) — fm — p)|. 


NS p 


En observant que la fonction f(a) est continue dans les intervalles 
Gr, m+ @) et (rs, — Pp. 41), on peut supposer que le nombre po- 
sitif 9 soit choisi de manière que les inégalités 


I[f(m+p)—f(my|<a et f(a) — Sma — p)| <a 


aient lieu, 7 étant un nombre positif, aussi petit que l’on voudra. 
En vertu des inégalités précédentes, il vient 


aes 


(14) % R(xz,N)df(x)| <nB 


rap 
if R(z,N)df(2)i<nB et 


ny 
A 


LE 6 à LA. ( 


+ he ll 


LA Ve 


2 
a 
3 
3 
À 
1 3 
+ 
2 
#4 
< 
x 
J 
7 
“ 
| 
2 
4 
4 
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Ayant égard aux inégalités (12) et (14), on obtient, à cause de (Oy); 


Al 


: (a) 
if R(a,N) d f(x) |<} (ed, + 20B). 
de \—0 


Cette inégalité subsiste à condition que 


N>N) ou daa 'O 5 LT os, el 


Il en résulte qu’en faisant N =, on aura 


b 
(15) en Rx Nya f(a) = 0. 


a 
nib 


49. Tutortme I. — La somme >) f(n) peut être développée en 


série infinie Se 
nib b à 

(4) Yelm) fn) = f fle) (loge + 20) de + 220) f(b) — 32(a) (0) 
n>a we 


æ b 
+> as(n) f Se) LEQrins) -n(4n'nz)| dz, 


LE 


à condition que la fonction f(x) soit continue dans l'intervalle (a,b) et 
quelle ne possède dans cet intervalle qu'un nombre limité de maxima et 
de minima. 


Considérons l’intégrale définie 


je — Ë,(4n°nx) d f(x). 


4T°n 


En intégrant par parties à l’aide de la formule (2) du n° 9 et de la 
formule (4) du n° tt 


my (47 ne) 
ann 


Ann, Fe. Norm., (3), XXI. — DÉCEMBRE 1904. 


Sa 722), 


67 


530 


on obtient 
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a (47? lie 4T° n x) d f(x 
Arn 


_ MAT? nb) —E (4m nb) ‘3 
Ann (0) An J(@) 


b 
—f f(x) [EG az) + n(4ntna)] de; 


et, en vertu de la formule (7), il vient 


b 
fret) dfte) 
ve = (4 E(4r?ne) 
2nb) —é, (hn? nb) n,(47?na)—&,(4n?na 
= Der = Ann : sia) FEU) Ann 
ee : 
= Yen fis (z)lE(Grtne) ntm node + [ Rie, Nya fe). 


En substituant le résultat obtenu dans la formule (5) on aura 
nb 


DY) (2) 


n>a 


= ff) loge +20 de + | ese (a eee f(b) 


4T°n 
nN noi 
= te) Searcy mene | J (a) 


Ann 
n=1 
nn 


| 


+» asia) f° f(x) [E(4r?nex) +n(4r°nx) def R(xz,N)d/f(x). 
En observant qu’en vertu de la formule (19) du n° 43 on aura 
aN 
eae PTT en 
: ij n (47? na) —&, (47? na) 2" 
ro(a) RD TI ES = 
n=1 
n&N 


ro(b) RU > Arr) CAR eae R0 


= Amn ames 
n=1 


(a), 


I 
2 


-f(@) 


1 


Z 
3 
4 
2 
= 
4 
D 
4 
Er 


ll, 4 1 
.* 


. ir) D, Dé. 2) 
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et en faisant, dans l'égalité précédente, N =», on obtient, à cause 


RAGE 
nEN 


b 
DÉCPOETE f(x) (loga + 20) dx + ==(b) f(b) —*2(a) fra) 


n>a 


+> 2T(n) [é(4rtax) +un(4rnex)| dr; 


eel 


donc le théorème énoncé est démontré. 


nSb 
50. Tatorime Il. — La somme DE n) f(x) peut être developpée en 
serie infinie = 
nb 
(a) Ÿ (2) fn) 
n>a ne 
=f se) (log a + 2C) dx +» CT) ret Oy AD) — ry (a) f(a)! 
@ k=0 


2 ab t 2 Tanne 
(—1)E,, (4? nv) + nn(4t?nz) tN ea 
= (—1)"5 ae(n) f anaes ue ™) (a) dx, 


i 


à condition que la fonction f(x) ait m dérivées f'(ax), f" (a), .…., f(x) 


bien déterminées et limitées dans l'intervalle (a,b), (m =1, 2, ..-) 


Revenons à la formule (7). Le reste de cette formule peut être pré- 
senté, dans le cas considéré, sous la forme suivante : 


0 
(16) f RG N)/ (x) de 
| BA 


Tae 
== if Riz, Ny ef (eee 
= 7 


+f Re N) JC de + i 2 Ris Nye) ar 


ads} = 
r+e A+1— 


Comme la fonction /’(æ) est, par hypothèse, limitée dans l’inter- 


1400) 
@ 7 7 7 Ë , 
A 
valle (a, b), on aura | : * 
‘ , | Steyr, 
oùa<æ<b, À étant une constante fixe. 
Il en résulte, en vertu de (10), 


DE - | 1 ae a. 4 ie : 
i 6 R(z,N)f'x) dr |<eA(n)1+, — n1—2p) (= 0, 1,2; sek F4 3 


+0 


_ et, en vertu de (13), 


7, +p ; 
fe R(x, N) f'(x) de | <pAB 44 
NS : 
et 
7 iL # R(z,N) f(x) de|<pAB (2 =0,1,2,...,k—1). à 
Gately 
A cause de (16) on obtient 
TA | k=1 = i 
= : | We R(z,N) /’ ie) dx = [eA(2.41— 2, — 2p) + 2pA3], ~ 4 
i. o ; OU Ny (A= 0nd 5.23 ee eh 1 
| On en conclut qu’en faisant N =, on aura cae ae; 
ey ; 
1 lim f R(z, N) f'(x) dr = 0. 
ae ID A - 
D. En faisant N = oo dans la formule (7), on obtient, à cause de (6), 
= nSb | | 
: Y cn) f{n) =f: f(x) (loge + 2C) dx + ro(b) f(b) —ry(a) f(a) 
n>a 
7 2 se 
“¥ aim f° aan) tir ee) dard Pet EE LATE dx; 
ping 4T* nm 
: ce qui démontre le théorème énoncé dans le cas m = 1. En intégrant 4 
a ; = 


iu e de la formule sommatoire (*) du 
one du reste, présente une généralisation de la 
atoire de Poisson (! ie 


oy ry 


otre sur le calcul des intégrales définies (Mémoires de [insted de 
1823, HE p- 571). 
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RECHERCHES 


SUR LES 


SOLUTIONS FONDAMENTALES 


ET INTEGRATION DES 


ÉQUATIONS LINÉAIRES AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 


(PREMIER MÉMOIRE. ) 


Pan M. HADAMARD. 


L’existence, pour les équations linéaires aux dérivées partielles du 
second ordre à deux variables indépendantes, de solutions présentant 
en un point arbitraire une singularité de nature déterminée, solu- 
tions qu’on peut appeler fondamentales, a été découverte par M. Picard 
dans des travaux bien connus (‘) et démontrée d'une manière expli- 
cite en ce qui concerne les équations de la forme 

SNE re OLA E 
— + — +C(x w= ©: 
Ox? dy? ( » +) 

Le cas général (les coefficients étant toutefois supposés analy- 

tiques} a été traité en même temps par MM. Hilbert (*) et Hedrick (®) 


(1) Comptes rendus, 6 avril 1891 et 5 juin 1900. 
(2) Cours professé à Güttingue en Igor. 
(3) Ueber den analytischen Character der Lésungen von Differentialgleichungen ; Diss. , 


Gütllingue, 1901. 
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et par nous-méme ('), la méthode employée étant d'ailleurs la trans- 
position au cas elliptique de celle que nous avions appliquée au cas 
hyperbolique dans une communication au Congrès de 1900. 

Les premières recherches de cette nature qui aient été faites pour 
un nombre de variables supérieur à deux sont dues à M. Fredholm (*). 
Elles sont spéciales aux équations à coefficients constants, dans les- 
quelles il n'intervient que des dérivées toutes du même ordre. Mais 
cet ordre peut être quelconque. 

Il sera intéressant d'étendre au cas général, où les coefficients sont 
variables, les résultats de forme si remarquable obtenus par M. Fred- 
holm (*). Nous nous bornerons ici, comme dans une Note (*) précé- 
demment présentée à l’Académie des Sciences et dont le présent tra- 
vail constitue le développement, au cas le plus simple, celui d’une 
équation du second ordre. 

Celui-ci (où les solutions de M. Fredholm se réduisent au potentiel 
ordinaire) a fait, peu de temps avant la Note dont je viens de parler, 
l'objet d’un travail de M. Holmgren (*), lequel a obtenu les solutions 


de la forme u — = pour les équations de la forme 


DAE IMO AD LEON he fey RES 
dx? * dy? * Os On ORE VUS Pky 


(1) Cours professé au Collège de France, 1901. — Notice scientifique, 1901. 

(2) Sur les équations de l'équilibre d'un corps élastique (Acta math., t. XXI). 

(3) Les remarques intéressantes que M. Le Roux a présentées (Comptes rendus ce 
l’Acad. des Sciences, 28 décembre 1903) à propos de la solution que nous allons exposer, 
présentent avec les recherches de M. Fredholm un rapport évident. Elles introduisent, en 
effet, une intégrale complète de l'équation des caractéristiques; une telle intégrale inter- 
vient dans la méthode de M. Fredholm, c’est l'ensemble des plans qui vérifient l'équation 
en question. On intègre, dans l’un et l’autre cas, en faisant varier les constantes de ma- 
nière que la caractéristique correspondante passe par le point considéré. Il resterait à 
déterminer, dans le cas général, les fonctions arbitraires de manière à vérifier les condi- 
tions du problème, ce qui semble malheureusement beaucoup plus difficile que dans le 
cas traité par M. Fredholm. L'intervention des intégrales abéliennes rencontrées par 
M. Le Roux s'explique d'elle-même, grâce à cette analogie. 

(*) Comptes rendus de l’Acad. des Sciences, 14 décembre 1903. 

(5) Ueber die Existenz der Grundlésung bei einer linearen partiellen Differentialglei- 
chung der zweiten Ordnung vom elliptischen Ty pus ( Arkiv for Matematik, Astronomi och 
Fysik, t. 1, 1903). 
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On a ainsi une généralisation étendue du potentiel newtonien. 

Rappelons toutefois que l’équation ainsi traitée par M. Holmgren 
ne représente pas la forme générale d'une équation linéaire du second 
ordre. Une telle équation étant donnée, il n’existe en général aucun 
choix de variables qui permette d’y rendre constants les coefficients 
des dérivées secondes ('). 

La méthode que je vais exposer permet de combler cette lacune et 
de déterminer la solution fondamentale pour une équation quel- 
conque. Toutefois, comme elle est au fond la généralisation de celle 
à laquelle j’ai fait allusion pour le cas de deux variables, nous serons 
obligés de supposer les coefficients analytiques. 

Si l’on tient compte des valeurs imaginaires des variables, les po- 
tentiels et les intégrales analogues de M. Holmgren sont infinis non 
seulement en un point réel, mais sur tout le cône isotrope qui a pour 
sommet ce point. 

La surface qui, dans le cas général, remplace ce cône isotrope est 
aisée à indiquer immédiatement : c’est le conoide caractéristique (*) 
qui a pour sommet le point considéré. Si T = o est l’équation de cette 
surface, la solution est infinie comme une puissance (non entière po- 
sitive) de F. 

Ce sont des singularités de cette espèce que nous devons d’abord 
étudier. 


I. — Les intégrales à singularité algébroide. 
Cas d’une caractéristique régulière. 


1. Soit, dans l’espace à » dimensions, 
(1) (a, er ET 


une multiplicité que nous supposerons d’abord régulière. 


(1) La condition de possibilité de cette réduction étant que l'élément linéaire (14) 
(voir plus loin, p. 544) admette une représentation conforme sur le ds? euclidien, cette 
condition est donnée par les recherches de M. Cotton (Thèse, Chap. II, n°* 15-17). x 

(2) Voir nos Leçons sur la propagation des ondes, Ch. VII. Le conoide caractéristique 
est la surface à point singulier de M. Darboux (Mémoire sur les solutions singulieres des 
équations aux dérivées partielles) et de M. Coulon (Thèse, Paris, Hermann, 1902, p. 21). 


Ann. Éc. Norm., (3), XXI. — DÉCEMBRE 1904. 68 
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Cherchons une solution de l’équation aux dérivées partielles 


du i Ce 
ee §(u) =) ain 5 Ga, ae Pr Cuir 


i,k 
ayant, au voisinage de cette multiplicité, la forme 
(3) Le Ue; 


ou U est une fonction régulière et p un exposant constant. 

Nous nous bornerons, d’ailleurs, au cas où toutes les données sont 
analytiques, ainsi que la fonction cherchée U. 

Il n’y a évidemment pas lieu de considérer la valeur p = o. 

Pour p entier positif, nous retombons sur le probleme classique de 
Cauchy. Mais il n’est pas sans intérêt, pour notre objet, de rappeler 
la forme des résultats obtenus. 

Pour p=1, le probleme est manifestement indéterminé, puisque 
la relation (3) impose simplement à w la condition de s’annuler sur 
la multiplicité (1); on peut choisir arbitrairement les valeurs, sur cette 
multiplicité, de l’une des dérivées de u. 

Mais, pour p22, u est assujetti à la eondition de s’annuler pour 
II =o, en même temps que ses dérivées jusqu’à l’ordre p — 1; on 
n'obtient alors, en général, d'autre solution que u =o. La condition 
de possibilité est que la multiplicité (1) soit caractéristique. 

S'il en est ainsi, le problème redevient indéterminé. Les travaux 
de Beudon montrent que l’on peut se donner arbitrairement les valeurs 
de u sur une seconde multiplicité sécante à la première (pourvu que l’in- 
tersection ne soit pas tangente à une bicaractéristique et que les don- 
nées n’impliquent pas contradiction sur cette intersection); qu’ainsi, 
d’ailleurs, la solution sera complètement déterminée. 

Passons au cas de p non entier positif. Il = o est alors, pour notre 
solution, une multiplicité singulière; la méthode employée (généra- 
lisation naturelle de la HE suivie pour le cas de deux variables) 
sera la même que dans nos Leçons sur la propagation des ondes (1). 

D'après les conclusions obtenues en cet endroit, Il = o devra en- 


E 


(1) Paris, Hermann, 1903; p. 332 et suiv. 


“ 
7 
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core être une caractéristique ; autrement dif, si l’on pose 


Ft 
re 
(4) H => dir TiT 
on devra avoir 
(5) H=H,N, 


H, étant holomorphe. 
Dans ces conditions, l'expression 


(6) HUF" (II) + DRE A ru) F' (11) + ¥(U) FE(II) 


[M = #(Il) — 211}, 


qui représente (') le résultat de substitution, dans le premier membre 
de l’équation (2), de la quantité 


“= URL), 
devient, pour F = II, 


(7) | OU 2 


on ME (PAU 7 aU) ple. 


Dans le cas actuel, IT = o étant une multiplicité régulière, nous pou- 
vons supposer que les multiplicités IT = const. sont toutes caractéris- 
tiques et, d’autre part, prendre I pour variable æ,. En même temps, 
nous pouvons admettre que les bicaractéristiques (*) situées sur les 
surfaces x, = const. ont pour équations De Le = y: =. CONSL. 
On aura alors 

a 0 (¢AAn—1). 


Au contraire, &»_, sera différent de zéro (sans quoi notre caracte- 
ristique serait multiple, hypothèse que nous exclurons), et nous pour- 


(4) Lecons sur la propagation des ondes, p. 332. 
(2) Lbid., p. 269. 
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rons, par conséquent, le supposer égal à l'unité. Enfin, pour simplifier 
l'écriture, nous ferons disparaître le cocfticient a, par le changement 
de wu en uel, Remplaçant les lettres x, et æ,-, par x et y, notre 
équation s’écrira 

du 


(8) De dy i D 


g, étant un nouveau polynome différentiel où ne figure aucune diffé- 


rentiation par rapport à x. 
Elle admettra la solution u —Ux? si l’on a 


(9) - AU % ou 
9 dx Oy I Oy 


= x #,(U). 


2. Cette équation, analogue à l'équation différentielle bien connue 


se traite, comme elle, en développant U suivant les puissances de x, 
soit 


(10) U=U,+U,2+...4+ U,27*+...; 


ceci donne (') 


OU, a. 
oy A 
OU # 
(p +1) SSL —4(U,) =i ; 
(11) 
gps 
CP+A) EE = (Us) +..., 


Si pest un entier négatif il y a, en général, impossibilité (*) : cette 


(1) x figure, en général, explicitement dans les coeflicients de $, : les termes prove- 
nant de celte circonstance sont ceux que nous avons remplacés par des points, dans les 
seconds membres des équations (11) (dans le premier torme, par contre, on fait =) 

(?) Voir Leçons sur la propagation des ondes, p. 339, n° 346. à | 
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impossibilité se reconnait sur l’une des équations (11). Par exemple, 
pour p=—1, la seconde de ces équations cesse de contenir U, et 
donne | 

Fi (Uy) =O} 


laquelle devra admettre une solution indépendante de y. 
, 1 7 : F : , , , rb : \ 
L'hypothèse de p entier négatif étant écartée, les équations (11) 
font connaître successivement les U,. Chacune de ces fonctions n’est 
d’ailleurs déterminée qu’à un terme près indépendant de y. On peut 
donc se donner arbitrairement leurs valeurs pour y = 0, par exemple. 


3. Pour établir la convergence du développement (10) ainsi obtenu, 


pth 
h 


dans l'hypothèse où nous nous plaçons et quia pour limite 1 lorsque À 
augmente indéfiniment, est toujours supérieur en valeur absolue a un 
nombre positif fixe m. On majorera donc les fonctions U si l’on ma- 


il suffit de remarquer que le rapport » qui ne s’annule jamais 


. 2 ee ? . ee : OU 
jore $, en même temps que, dans l’équation qui fait connaître ni 


on remplace le coefficient (p+ À) par mA. 
Or ceci revient (!) à faire, dans l'équation (9), p=o après avoir mul- 


tiplié le second membre par —- On peut alors tout diviser par x et 
m 


l’on est ramené au problème traité par Beudon et dont nous avons 
parlé plus haut. Comme, dans ce dernier probleme, on peut se donner 
arbitrairement les valeurs de U pour y = o [c’est-à-dire sur une multipl- 
cité (n — 1)" quelconque sécante à la premiere et ne passant pas par une 
de ses bicaractéristiques], il en est de même dans le problème proposé. 


4. Nous aurions à plus forte raison majoré les U, si, au lieu d’in- 
[po fl 


ja? TOUS avions introduit le mini- 


troduire le minimum m de 


ba ol ee 
(1) On doit toutefois observer que la condition a =o disparaitrait pour p =o et 


avoir soin de la rétablir. Cette condition fait connaître, comme le veut la théorie de 
Beudon, l’ensemble des valeurs de U pour x =o, une fois données celles qui corres- 
pondent à y = 0. 
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mum m, de |p + |. Cette derniére quantité étant, dans chacune des 
équations (11), remplacée par 7,, l'équation (9) aurait été remplacée 
par la suivante : 


OU 
(12) Ti a eek 


En opérant ainsi, nous ne serions pas parvenus au résultat que 
nous avions en vue, car il est aisé de voir que la série (10) ainsi 
formée est, en général, divergente, quel que soit æ. 

Seulement, le problème ainsi posé appartient à une catégorie sur 
laquelle il convient peut-être de s’arréter un instant, car elle paraît 
offrir un grand intérêt au point de vue de l’Analyse et de la Physique 
mathématique. 

L’équation (12) est une équation aux dérivées partielles aux va- 
riables indépendantes æ,, æ&,, ...,æ,_,, y, ou la quantité a ne figure 
que comme un paramètre. Supposons, par exemple, z = 2, pour sim- 
plifier : nous nous trouvons en présence d’une équation différentielle 
ordinaire dont les coefficients dépendent .continüment du para- 
mètre æ. 

On sait aujourd’hui établir, dans des cas très étendus, que les solu- 
tions d’une telle équation sont des fonctions continues et même ana- 
lytiques de æ. Mais les théorèmes ainsi obtenus ne sont pas appli- 
cables ici : cela tient à ce que, pour x = 0, l’ordre de l'équation s abaisse. 

Or cette circonstance parait se rencontrer dans un grand nombre 
de questions importantes. L’une d'elles, en particulier, vient d’être 
étudiée par M. Duhem dans ses belles Recherches sur l'Hydrodyna- 
mique. x = 

Les équations du mouvement des fluides parfaits, lorsqu’on les 
prend sous leur forme classique, sont du second ordre. Dans le cas 
des fluides compressibles, elles comportent l'existence d’ondes se 
propageant avec une vitesse déterminée, la vitesse du son. 

Si l’on admet, au contraire, la présence d’un frottement intérieur, 
ou, plus exactement, d’une viscosité, les phénomènes changent d’al- 
lure. St petit que soit le coefficient k de la viscosité, aucune propagation 
n'est plus possible. Il y a là un paradoxe que M. Duhem a réussi à 
lever en introduisant la notion des quasi-ondes, 


% 
\ 
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Or cette difficulté tient précisément à ce que les termes qui dépendent 
de k sont d'un ordre supérieur à ceux qui subsistent pour k = 0, à savoir 
du troisième ordre. Son étude approfondie conduirait donc à un pro- 
blème tout analogue à celui qui se présente pour l'équation (12); par 
conséquent aussi, suivant toute probabilité, à des séries divergentes. 

L'étude de telles séries peut aujourd’hui être abordée, grâce aux 
méthodes de M. Borel. Il importe de remarquer que nous sommes ici 
dans les conditions où ces méthodes s’appliquent sous leur forme la 
plus simple. Une solution de l'équation (12) étant développée sui- 
vant les puissances de x, le coefficient de x* augmente indéfiniment 
comme 2!. La fonction associée est représentée par une série de Mac- 
laurin convergente (*). 


5. Revenons au problème primitivement posé, celui qui concerne 
l'équation (8), pour dire un mot du cas où les coefficients ne sont 
pas analytiques. Celui-ci n'offre, en réalité, d’autre difficulté que 
celles qui se présentent également (lorsque 7 est supérieur à 2) pour 
la recherche des intégrales régulières. Si z est égal à 2, la solution est 
à peu pres immédiate, au moins pour p > o (nous reviendrons plus 
loin sur l'hypothèse p 0). Supposons d’abord, pour simplifier, que 
y = 0 est aussi une caractéristique. Si, sur cette caractéristique, nous 
nous donnons une série de valeurs de w, valeurs qui, dans le voisinage 
de æ = o, seront de l’ordre de x?; puis que, d’autre part, sur la carac- 
téristique æ — 0, nous prenions u — 0, cet ensemble de conditions dé- 
termine une solution de l'équation donnée : il suffit de reprendre 
les formules connues qui déterminent cette solution pour constater 
qu’elle est le produit de a? par une fonction régulière. 

Si, d’autre part, y = o était une ligne quelconque et non une carac- 
téristique, on n'aurait qu’à substituer aux formules en question celles 
que j'ai indiquées dans mon Mémoire Sur un problème mixte aux déri- 
vées partielles (*). 


(1) Au reste cette équation, sur laquelle je compte revenir dans un travail ultérieur, 
se Lraile sans difficulté en substituant au développement de Maclaurin un mode d’approxi- 
mation un peu différent. 

(2) Bull. Soc. math. Fr., t. XXXI, 1903; n° 4. 
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II. — Cas du conoide caractéristique. 
Formation de la solution fondamentale. 


6. Nous sommes, par ce qui précède, assurés de l’existence d’une 
solution de la forme (3) lorsque II = o est une multiplicité régulière. 
Mais cette hypothèse n’est point vérifiée dans le problème que nous 
allons avoir à traiter : la multiplicité dont nous devrons partir est 
le conoide caractéristique ayant pour sommet un point quelconque 
_(a,, as, .…,a,) de l'espace à n dimensions, c’est-à-dire une hyper- 
surface ayant ce point comme point conique. La question doit donc 
être étudiée à nouveau et nous arriverons, en fait, à des conclusions 
sensiblement différentes des précédentes. 

Commençons par écrire l'équation du conoide caractéristique de 
sommet (a,,@,,...,@,). Le premier membre de celle-ci se déduira 
d'un mode de calcul bien connu depuis les travaux de Lipschitz sur 
les formes différentielles ('). 

Partons, en effet, des équations différentielles 


dx; ae: ar; Le 
ue ce Troms 
2 OT; 2 Ox; 


qui fournissent les bicaractéristiques, si les x; sont choisis de manière 
à vérifier inilialement (et, par conséquent aussi, pour toute valeur 
des), la condition H = o. 

Si nous faisons abstraction de cette derniére condition et que nous 
prenions, pour les x;, des valeurs initiales z,; tout à fait quelconques, 
les lignes définies par les équations différentielles (13) conserveront 
une signification simple : ce seront des géodésiques, à savoir celles 
qui conviennent à l'élément différentiel 


L AT 
(14) Ao (de; AA ootnass da li CE 


1\ AT > yer, 7 37) TT . Cpr 
(1) Voir DarBoux, Lecons sur la théorie des surfaces, t. II, p. 408, 409. 
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où A est le discriminant de H (supposé différent de zéro, comme nous 
le ferons dans ce qui va suivre) et 


SX Xo, Do UE ey | Lis Los a) La) =) 5uXiX, 


la forme adjointe de H. 

Ne considérons que celles de ces géodésiques qui sont issues du 
point (a,,a,,...,a,), la variable s étant prise nulle en ce point. 

Les équations (13) ne changeant pas par le changement simultané 


; Ti : : D 
de sen As et des 7; en = (quelle que soit la constante À), leurs inté- 
grales ne contiendront les 27 +1 quantités 7,, %,;, 6 que par les 2n 
combinaisons 

(15) C= st, p= ST), 


et auront la forme 


Li fi(, Cay vay Cns is der sr Un)» 


C= 9i(C1, Cay 9 Cn} My ay o + +3 An) 


Ces relations ne devront d’ailleurs pas changer lorsqu'on per- 
mute x; et a; en même temps que c; et — C;, comme on le voit en don- 
nant au paramètre À la valeur — 1. 

Les c; ne sont, à une substitution linéaire à coefficients constants 
près, autres que les variables normales £; de Lipschitz; on a 


= pl OH, 
=. dc; ” 


CHE laorme Correspondantart, 0,04), ..., Lp= Ay. 
Les c;(ou les£,;) sont d’ailleurs (moyennant la supposition A = o)des 
fonctions holomorphes des x, dans le voisinage du point (@,, a, .….,a). 
Sur l’une quelconque des lignes (13), les variables normales &; 
ou c; sont proportionnelles à s. 
Considérons maintenant la quantité 


(16) LP H(C,, Ce. ., Cn | 21) de, -.., Pn) =H (Gy, cs, ..., Oped iy dites On) 
Ann, Re Norms, (3), XXI. — DÉCEMBRE 1904. 69 
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C’est une forme quadratique à coefficients constants par rapport 
aux c; et une fonction holomorphe des a; son développement suivant 
les puissances des a, -- a; commence par des termes du second degré, 


savoir 


LA ” 
(17) = Roma Ta Ars y En An), 
| 0 


5, et A, étant la forme adjointe et le discriminant de H,. 

T n’est autre chose que Le carré de la distance géodésique du point 
(a), Wy, 016, %,) au point (ai, Ay. ...,d,), cette distance étant calculée 
à l’aide de l'élément linéaire (14 ). 

Il résulte de là, en particulier, que la dérivée partielle de F par 
rapport à a, n'est autre que 2C; et que la fonction Fest une solution 
de l'équation aux dérivées partielles 


(18) H (Se) =4r. 
Ox; | 


L’expression T est d’ailleurs symétrique par rapport aux deux 
points (æ,, %,, ..., æ,) et (a,, a, ..., a, ) dont elle dépend. 


7. Cela posé, arrivons au problème que nous avons en vue et cher- 
chons, pour l'équation donnée, une solution de la forme 


(19) u UT”, 


r étant la fonction que nous venons de former, dans laquelle le 
point a de coordonnées a,, ay, ..., a, sera considéré comme donné 
et le point x(æx,, x, ..., æ,) comme variable. | 

Remarquons que, pour tout point x suffisamment voisin de a, il 
passe une des lignes issues de a et définies par les équations différen- 
tielles (13). Sur ces lignes on a, d’après les relations (15), 


(20) dx; = ds | 
ee 
2 OC; 


Kerivons, dans ces conditions, l'équation (7). H, est identiquement 


| 
2 
4 
2 
4 
4 
: 


LL 
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égal à à 4, d’après l'équation (18). Quant à la quantité 


LES CA = ae ee 
s 7 om "0x; 


la formule (17) nous fait connaître sa valeur à l’origine; ona 


or — 5 dik 
020 A te 
are alae ee 
et, par conséquent (les C;— Ox, °tant initialement nuls), 


Mz Sie eas een? ee 


i,k 


Nous avons done 


OÙ OH 


(21) ae aC ¥(U)=0 


+ (2n <4p —4 +...)U + 


AS 


et, par conséquent, pour [= o, en tenant compte de @0), 
dU dU M 
(22) re a? Pe ee) UE BS (> +ap—2)U=o. 


Comme U doit être une fonction régulière de s, cette équation n'est 
possible que si l’on a 


(23) oe = Pas 
p, étant un entier positif ou nul. U est alors, pour s voisin de zéro, de 
l’ordre de s?:. Pour p, = 0 et, par conséquent, 


Ww — 2 
2 


(23°) P=— ) 
U aura, au point a, une valeur différente de sero, que nous prendrons 


égale a un. 
Cette solution est la seule que nous aurons besoin de considérer, 


les autres s’en déduisant aisément, comme nous le verrons plus loin. 
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8. Mais, d’après ce que nous avons vu précédemment, il est une 
série de valeurs de » pour lesquelles aucune des solutions précédentes 
n’existe (du moins en général) et pour lesquelles, par conséquent, le 
problème est en general impossible : ce sont les valeurs paires, le 
nombre p devenant alors un entier négatif. Cette impossibilité se 
retrouvera, bien entendu, dans le cours du calcul qui déterminera la 


solution. 


9. Pour effectuer ce calcul, remarquons que l'équation (22) nous 
donne les valeurs de U sur notre conoide. On a (puisque U est égal 


à 1 au sommet) 

§ 

1 /M 

if Sf — ep 2) ds 
(24) Tae HD 

Déterminons une fonction U, qui soit égale, dans tout l'espace, à 
l'expression précédente; autrement dit, qui vérifie, dans tout l’es- 
pace, l'équation (22). U, sera une fonction holomorphe des x, comme 
on le voit immédiatement en prenant pour variables les c;. On aura, 


évidemment, 
U=U,+ TV, 


V étant une fonction régulière. 
Remplaçant U par cette valeur dans l'équation (21), nous voyons 
que V satisfera à l'équation 


(25) 2(p+n > a +(p+1)(M+4p)V+T8(V)+ F(U,) 
dV ; ‘ 
=(p+1) Ee + (M + 4p)V] + $(U,) + TÉ(V) =0. 


Nous déterminerons une fonction U, par l’équation 


; 1U 
(25') isa + M+ hp) Us + 


supposée vérifiée dans tout l’espace. Cette équation admet une solu- 
tion holomorphe et une seule; elle s'écrit, en effet [en tenant compte 


FE 
E. 
3 
A 
: 
4 
4 

E 


Lis ln" dé à is nl 


és mil th | 


= 
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de ce que U, est une solution de (22), 


d sU, _ U, 
CHRIS ipa, (Un) 


_ Uy I F(Uy) 
nb aac tra 


U, est d’ailleurs, comme U,, une fonction holomorphe des c; et, par 
conséquent, des x. 
La suite du calcul est maintenant évidente. On posera 


et donne 


(26) DURE Ue es: PAU, oa 


et le développement ainsi écrit donnera une solution du probleme si 
les U, sont donnés par les équations successives 


dU; I 2 as 
(27) 4s ds + [M - A(p- h 1)]U, + Gao OU 
ou 
h—1 
(270) U,=— Uo * a, 5 U,-1) ds. 


4( p+ h)s* 


Si x est impair et, par suite, p non entier, tous les p +A seront 
égaux a des entiers augmentés de 5: par conséquent, toutes les 
expressions (27’) existeront. Ce seront, d’ailleurs, des fonctions holo- 
morphes; si l’on suppose que l’on ait pris pour variables indépen- 
dantes les & (ou les variables normales de Lipschitz, ce qui revient 


au même) et que la quantité 7 $(U,_,) ait pour développement 
0 


ge CU) = Pot Pit Pa. > Pest. 


où P,, P,,.-. sont des ensembles homogènes par rapport aux variables 
ainsi choisies et de degrés marqués par leurs indices, on aura 


I 
U, es I I > P;- 


U, ~~ Gatp Hh pen "pr +0 


de Fe ou bien ic oe Sean Pate de ce 
des coefficients de l’équation donnée sera majoré par une f fi 
la forme 


(K et R étant des constantes), de sorte que si l’on a 


RE m a 
Cary, 
KA m(m-+1) 


(=i 


Dans ces conditions, je dis que, en posant 


on aura L. 
F(U)< 


Uz= Un, 
on aura 
; An 
(28) Pr < 79 \ aarayn? 
Manon 


les A, étant des constantes à déterminer. 

Tout d’abord, nos hypothèses donnent immédiatement, pour 
M +2p —2 (puisque F est une forme quadratique à. “coefficients 
constants), la majorante 


M+4p—4=M—an<haf—— —1 
À iF 


(a étant une constante); d’où, pour U, et rT 


3 
3 


eee ee ee di ee? Sd dd) à 
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i. = 14 ‘ ° I <i . e 
Ceci permet d'étendre à l'expression y. (Up?) la majoration obtenue 
0 


tout à l'heure pour l'expression ¢ elle-même : moyennant l'hypothèse 


on aura 


eo) K'A(m+a)(m+a+i) 
0 SS 


I lara 
[ies (oy m+24+3 
VE 
( i) 


Supposons, dans ces conditions, la condition (28) vérifiée pour 
une certaine valeur de 2. On aura 


K'Az[(20+ 2)h + a] (a+1)(2h+1) _ K'Ay(a +1)? (2h +1)? 


g \ (2%+2) (A+1)+1 g \(2%+2) (A+1)+1 
i Lo 
i) ( K) 


et, par conséquent [ d’après (27’)], 


7,7 (Worn) < 


Cr+ < 


ae ren [l= (20+ 2)(h +1) +1). 


2(p+h)s**! ase / 
R 


eae! es As ir : Op | 
La quantité a | ee peut s’écrire (s étant proportionne 
0 


ght 


ds): 


et l’on voit aisément que (moyennant l'inégalité {2} + 2, qui est 
vérifiée ici) elle admet pour majorante 


> 


TELE 
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Donc on a, finalement, 


A p+1 
Pau ( à (2a-+2) (h+1)’ 


I = 


R 

où l’on a 

K'(a+1)' (hry 
a(p+h)(h+1) 


Ann Ay 


Le rapport oe tendant vers une limite finie pour 4 =.«, la con- 
h 


vergence du développement (26) est assurée ('). 


On peut remarquer que le calcul précédent s’applique sans mo- 
dification à la recherche de l'intégrale (holomorphe) V de l’équa- 
tion donnée qui prend, sur le conoide caractéristique, des valeurs 
données, pourvu que l’on connaisse une fonction holomorphe quel- 
conque V, prenant, pour ! =o, les valeurs en question. Il suffira de 


poser 
(29) V=V,+ V,r+...+V,r’-+... 
et de déterminer les V, (pour 421) par des équations du type (27) 


(avec p= 0). 
Ce probleme admet donc une solution holomorphe et une seule. 


it-—2 
2 


41. Nous venons de considérer exclusivement la valeur p = — 


Il est aisé d'obtenir les intégrales qui correspondent aux autres va- 


(1) Si l'on avait essayé d'appliquer le calcul des limites sous sa forme classique, ¢’est- 
à-dire de trouver un problème différentiel dont la solution fournisse une majorante de 
celle que l’on a en vue, on scrait arrivé aisément au problème suivant : Z'rouver une 
intégrale 9 = 9)-# Toi+T?2v2+... de l'équation 

029 , oy ov 029 ov 


Serra Pag Seer inca lo A = +B gs + EY (A, B, C fonctions de 5), 


prenant, pour T = 0, des valeurs données vs. 

Ce problème appartient à une catégorie fort peu étudiée jusqu'ici, celle où l'équation 
change de type dans le domaine considéré. Sa solution s'obtient d'ailleurs comme il est 
indiqué dans le texte. 
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leurs de p données par la formule (23). La fonction « que nous ve- 
nons d'obtenir est, en effet, une fonction, non seulement des æ, mais 
aussi des a, et c’est évidemment une fonction analytique de ces quan- 
tités. Les fonctions x a “..) se sont des solutions de l’équation 
donnée, et l’on voit immédiatement qu’elles présentent, au point a, 
la singularité correspondant à p, = 1. On aurait de même les solutions 
correspondant aux valeurs suivantes de p, en différentiant à nouveau 
par rapport aux a. 


12. Supposons maintenant 7 pair. Prenons, par exemple, n = 4, 
d'où p= 71. U, continuant à recevoir la valeur (24), l'équation (25) 
devient impossible si l’on n’a pas 


MU) = 0 


sur tout le conoide caractéristique. 

Il est clair que cette condition ne sera pas vérifiée en général. Si, 
par exemple, on donne tous les coefficients de l’équation, à l’excep- 
tion de /, elle fera connaître les valeurs de cette quantité sur tout le 
conoide avant pour sommet le point donné (ainsi qu'on le voit en 
remarquant que l'expression de U, est indépendante de / et différente 
de zéro). 

Si l’on voulait qu’à chaque point de l’espace correspondit une inté- 
grale de la forme (3) avec II =T, on serait évidemment conduit à des 
conditions assez compliquées et, sans doute, à une catégorie relative- 
ment restreinte d'équations. 

La conclusion sera évidemment analogue pour toute autre valeur 
paire de x, l’impossibilité apparaissant sur l'équation (27) qui cor- 
n——2 


respond à À =>— p= 


2 

Les résultats obtenus par M. Picard pour le cas de deux variables 
nous conduisent alors à ajouter à notre expression (3) des termes 
logarithmiques et à poser 


(30) u = UF? + VTeloer. 


Si nous substituons cette nouvelle valeur de uw, nous constatons 
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immédiatement que les termes logarithmiques ne peuvent disparaître 
que si le coefficient VI¥ de logT est lui-même une solution. 

Or, d’après ce que nous venons de voir, notre équation n’en admet 
aucune de cette forme pour g non entier positif. Nous devrons donc 


faire g =o. 
Dans ces conditions, les équations (27) correspondant à h<— p 
ne sont pas changées. Mais celle qui est relative à 4 = — p devient 
; V ; 
(31) F(U_p-1) +48 D + (M—4)V=o. 


V doit done, sur le conoide caractéristique, étre égale a la fonction 
holomorphe V, qui est définie par l’équation différentielle (31). 

Nous avons vu tout à l’heure comment on obtenait, sous la 
forme (29), le développement d’une fonction satisfaisant a cette 
condition et à l’équation donnée. 

Si nous calculons V de cette façon et que nous substituions dans 
l'équation donnée l’expression 

h=—p-1 


(32) Viogl+Tr } U,l’, 


24 


il résulte de ce qui précède que, dans le résultat de substitution, les 


termes en F?-', or disparaitront. Ce résultat de substitution on 


sera donc une fonction holomorphe et il ne restera plus qu’à ajouter 
à l'expression (32) une solution holomorphe quelconque W de 


l'équation 
$(W) =— ou 


pour arriver à une intégrale 
V logT + UF? U=Wre+ Ÿ U,r* 
h=1 
de la proposée. 
Petey: 
On pourrait d’ailleurs poursuivre le calcul comme précédemment, 
en déterminant les U,, pour h = — p +z, par les équations de récur- 
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rence 


Uae 
hs + (M+ 4i—4)U 


dV; 
ds 


LUE MENT +(M+4i~ 4) Vi] =o. 

On voit que, en toute hypothèse, l'infini logarithmique ne se 
superpose pas à l’autre; quel que soit l’ordre d’infinitude de la partie 
méromorphe, le coefficient de logT est une fonction régulière, solu- 
tion de l'équation. 


13. Bien entendu, si I était remplacé par le premier membre de 
l'équation d’une caractéristique régulière, on pourrait prendre, pour 
Pexposant q de la formule (30), une valeur quelconque et, de toute 
solution VI¥ ainsi obtenue, en déduire d’autres représentées par la 
formule en question. Les calculs seraient tout analogues à ceux du 
numéro précédent. 

Pour g—o, en considérant deux multiplicités caractéristiques 
sécantes, on obtiendrait des intégrales ayant la forme considérée par 
M. Coulon (‘). 


14. L'application des résultats qui précèdent aux équations du 
type elliptique est évidente et il suffit de rappeler à cet égard les ré- 
sultats donnés par M. Sommerfeld (?). L'existence de la solution (19) 
ou (30) et le fait qu’elle est analytique tant par rapport aux x que par 
rapport aux a suffisent pour généraliser les formules classiques de la 
théorie du potentiel et pour énoncer les propositions suivantes : 


Une équation (2) à caractéristiques imaginaires n'a que des solutions 


analytiques ; 
Si deux solutions d’une telle équation sont tangentes le long d'une 
multiplicité (n — 1)"?", elles sont le prolongement analytique l’une de 


l’autre : 


(1) Thèse, n° 18, p. 46-51. 
(2) Encyclopadie der Math. Wissensch., Ul, 7 ¢. 


x Puis os € pa 
| Geen): 7 


anes os 
Pour une aire telle que le p 
l ‘équation adjointe par ses ? 
ce problème est aussi toujours détermi ru 


Etc., etc. 


Il convient, au LR de s'arrêter un peu plus sur le cas | hyper- 
bolique. C’est ce que nous ferons dans un Mémoire suivant. ie 
se Lite 
~ ~ aa » + 


EN PS OT ONE VEN 
’ \ i be N 


SUR LES 


FONCTIONS DE LIGNES FERMEES, 


Par M. Maurice FRECHET. 


1. La Physique mathématique conduit à l’étude de fonctions 
beaucoup plus générales que les fonctions dépendant de la valeur 
d’une ou de plusieurs variables (fonctions que j’appellerai ordinaires). 
Je veux parler des expressions qui ne sont déterminées que par la 
connaissance de toutes les valeurs d’une ou de plusieurs fonctions 
ordinaires. Par exemple, la température en un point d’une lame con- 
ductrice dépend de l’ensemble des valeurs de la température sur le 
contour de la plaque. 

L'étude de ces fonctions n’étant encore qu’à son début, il convient 
de ne considérer d’abord que les plus simples d’entre elles. Nous 
nous bornerons au cas des fonctions U, dont la valeur varie seulement 
avec la forme d’une ligne L plane ou gauche, continue, fermée et dont 
la tangente varie d’une manière continue, sauf en des points isolés 
en nombre fini. Considérons une famille G de ces lignes, dépendant 
d’un paramètre x de façon que, si a tend vers a, L tende uniformément 
en tous ses points vers les points correspondants de L,. Pour ces 
lignes L, U, sera une fonction de « et nous ajoutons l'hypothèse que 
ce soit une fonction continue et dérivable en «. Dans ces conditions, 
nous pourrons parler, comme dans le calcul des variations, de la 
variation premiere de U, : SU, laquelle dépend, bien entendu, de la 
famille G considérée. 


"i 
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2. Relativement à cette classe tres générale de fonctions de lignes 
fermées, je démontrerai le théorème suivant : 


2 y : ° (n) ° 
Étant données n +1 fonctions de lignes : U,, Vi, ..., Vi, la condi- 


lion nécessaire et suffisante pour que U, soit une FONCTION ORDINAIRE de 


Vi, ..., Vi? est qu'il existe une relation de la forme 


(1) OU = Ki!) 6Vi) +... + Kim VI" 
(sauf peut-être pour dVj!)—...=dVj"=0), 


où Kj", ..., Ki” sont des fonctions déterminées de la ligne L indepen- 


dantes de la manière dont L est fonction de «. 


La condition est évidemment nécessaire. Pour montrer qu’elle est 
suffisante, considérons une famille H de lignes C à 2 + 1 paramètres : 
Oy, +++ dns Ot désignons par à), ..., +" les variations obtenues en 
ne faisant varier qu’un seul des paramétres. Dans la famille H, les 
quantités U,, Vo’, ..., Ve? seront certaines fonctions de «&,,..., @»,s, 
et l’on aura 


0) Uc= Ke? dM VE +... + KY? 90 VE (t=1, -...; 2h07) 


ou 
dU¢ OVP Ove? 
== — Ki) - ee Me £ i 
Oe; (El 0a; == + Ke 0a; (£ I, > n +1). 
D'où 
dUe OVE Ovi 
da, On, x Oa, 
VE tte Binge ey cera ieee | Pee 
OÙUc OV Ove? 
OOn+4 OOn+4 da 


Par conséquent, U, est une fonction ordinaire de NE abies ee 
Uc= on(Vi?, ..., Ve, 


mais on ne salt pas encore si la fonction +, ne varie pas avec la 

famille H. Considérons maintenant deux lignes L, et L, pour les- 
tlas 1) 9] 1 A 2 

quelles V(, ..., V” aient respectivement les mêmes valeurs, on 


3 
2 
4 
Ss 
E 

1 


Thés 


71, NM, 


min. © 
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pourra toujours trouver une famille H à n + 1 paramètres qui con- 
tienne L, et L,. Dans cette famille, on aura 
Us on( Vi", .. Vi) = œu(Vi!, cs Vi) = Ur 
Ainsi, quelle que soit la ligne L, la fonction U, ne peut varier que 
20 , > . à . . 5 oe 
si l’une des fonctions V} varie, ce qui démontre la proposition (20: 
De plus, il est évident que les fonctions Ki? ne pourront être quel- 
conques; si l’on a 


Ups o( Vi», ee Vir), 
il faudra que 


KP = sa (et). 


3. L’énoncé du théorème précédent répond à une question qu'il 
était naturel de se poser. Les fonctions analytiques sont telles que le 
rapport de leur variation à celle de l’une d’entre elles, z, soit une 
fonction de la même espèce. De même, ne pourrait-on obtenir, à partir 
d’une fonction de ligne très simple, V,, une classe intéressante de 


s af Le 
fonctions de lignes U,, par la condition que sv ne dépende que de la 


ligne L? La réponse est négative; d’après ce qui précède, ces fonc- 
tions U, seraient tout simplement des fonctions ordinaires de V,; et, 
connaissant V,, l'étude des fonctions U, ne constituerait plus, à pro- 
prement parler, une question de calcul fonctionnel. 


4. Il y a donc lieu de rechercher, dans une autre direction, la défi- 
nition d’une classe de fonctions de lignes qui présente des propriétés 
simples et soit une généralisation des fonctions connues. Pour cela, 
nous rappellerons que la variation de l’intégrale 


(2) L= [ P(x, V, &) Ax Q(zx, +, 3) dy + R(zx, y, 2) dz 
L 


(1) Ce mode de raisonnement s’étend facilement au cas où U dépend de la forme d’un 
nombre fini de multiplicités à un nombre fini de dimensions. 
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peut s’écrire sous la forme suivante (lorsque L est une ligne fermée ) : 
(3) = f (lax + Vy dy + 1. dz) ds, 
L 


I, I, If étant certaines quantités bien déterminées en tout point M 
de la hgne L correspondant à l’are s. Les fonctions I, étant parmi les 
plus simples que l’on puisse considérer, nous arriverons au résultat 
cherché en prenant la formule (3) comme formule de définition d’une 
classe plus étendue de fonctions de lignes. Ce sont celles que M. Vol- 
terra a étudiées en partant d'une définition différente (*). Nous appel- 
lerons donc fonction de Volterra, ou fonction (%), toute fonction de 
ligne fermée, U,, satisfaisant aux conditions que nous avons posées 
au n° {et telle que l’on ait 


(4) aU. = f (U: dx + U; dy + UL ds) ds, 
L 


U,, U,, U, étant des quantités déterminées en chaque point M de 
toute ligne fermée L. 

Remarquons immédiatement avec M. Volterra que les quantités U!, 
U', U, ne sont pas quelconques. En effet, en prenant pour variation 
de L un glissement de la courbe sur elle-même, on aura évidemment 


| eee) ee see 
pure B == 7 ==) et dUL = 0, 


en désignant par a, 8, y les cosinus directeurs de la tangente à L. 
D'où l’on déduit Santini 


(5) U, + BU, + yU: =o. 
En posant encore avec M. Volterra 


(6) U,=CB—By, U, = Ay — Ca, U; =Ba—A6 


1 
(1) Cf. Vourerra, Sur une généralisation de la théorie des fonctions d'une variable 
imaginaire (Acta mathematica, 1888 ). 


PENSE TT AO i 
q * 4 
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on satisfera à cette condition ct l’on aura 


aoû, = [A (ds dy — dy 85) + B (dr ds — de de) + C(dy dx — de dy) 
L 
ou 


(8) UL f (AA + Bye + Cv) 08, 
L 


en désignant par A, u, v les cosinus directeurs de la normale à la sur- 
face S engendrée par le déplacement de L. 
On voit facilement que cette formule peut encore s’écrire 


(9) SUL = fu 3S, 
L 


en désignant par U, la projection du vecteur U’(U,, U,, U.) sur le 
plan P tangent à S en M. On en déduit la propriété qui sert de défi- 
nition pour M. Volterra : Si L, est une ligne fermée continue qui 
coincide avec L, sauf sur un petit arc tendant vers le point M de L, on 
aura, d’aprés cette formule, 

Uc Ur 


(10) limite AS 


Up. 

Ceci nous montre en même temps que U;, U,, U, sont bien déter- 
minés lorsqu’on se donne la fonction U,. Au contraire, A, B, C ne 
sont déterminés qu’à l'addition près de quantités proportionnelles 
NÉE 

Le présent paragraphe n’est qu’une autre manière d'arriver à la 
considération des fonctions (©). Reprenons l’énoncé de nos résul- 
tats. 


5. Il n’est pas évident jusqu'ici que la définition précédente nous 
donne d’autres fonctions (©) que les intégrales I, qui nous ont servi 
de point de départ et que nous appellerons fonctions (©) du premier 
degré. Toutefois, il est bien facile d’en donner des exemples. Telle 
sera ce que nous appellerons une fonction (%) simple, c’est-à-dire une 


Ann. Ée. Norm., (3), XXI. — DÉCEMBRE 1904. 71 


562 + M. FRÉCHET. 
fonction ordinaire d'une seule fonction () du premier degré. Plus 
généralement, toute fonction ordinaire de x fonctions (©) du premier 
dore sera évidemment une fonction (©). On peut même définir des 
POS (©) à partir d’une infinite de fonctions simples. Telle est, 
par exemple, la fonction 

nate 


1 
eat LE 1+ n'y? 
(11) i= > Rens fe a), 


n=1 
qui est évidemment une fonction (©). 


Puisqu’il y a d’autres fonctions (©) que les fonctions du pre- 
mier degré, on peut se proposer de trouver les propriétés caractéris- 
tiques des différentes catégories de fonctions (©). Nous en trouve- 
rons plusieurs, fondées sur les différentes formes des quantités U,, 
U,, U,, A, B, C. Mais, auparavant, rappelons, pour le généraliser, un 
théorème de M. Volterra. Désignons avec lui par L + L’ un contour 
fermé (pouvant comprendre plusieurs courbes fermées) et constitué 
par les contours L et L’, où l’on a supprimé les parties communes (s’il 
en existe) parcourues en sens contraire (car U, dépend en général du 
sens de parcours de L). M. Volterra a démontré que les fonctions 
du premier degré sont les seules fonctions (©) qui vérifient l’équa- 
tion fonctionnelle 


(12) , Ur = Ur + Ur. 


Plus généralement, nous allons montrer que les fonctions simples 
sont les seules fonctions (©) qui vérifient l'équation fonctionnelle 


(13) Ur+1= 9 (Ur, UL), 


¢ étant une fonction ordinaire (continue et dérivable) de U, et U,, 

En effet, si U, est une fonction simple, elle vérifie bien une rela- 
tion de cette espèce. Pour démontrer la réciproque, obServons d’abord 
que la relation fonctionnelle (13) peut s’écrire 


Ua = 9(UL, U_ eee? 


en désignant par — L la courbe obtenue en renversant le sens de par- 
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cours de L et par A une courbe fermée très petite tendant vers un 
point M déterminé. Cette formule montre que Ua aura une limite 


U,=o(U;, U_;), 


qui sera indépendante du point M et de la manière dont A tend vers M. 
De plus, U, étant une constante, on voit que U_, est une fonction 
ordinaire de U,. 

Considérons maintenant deux courbes fermées fixes L, L’ ayant un 


point M commun et soit A un contour MabcM tel que Ma et cM soient 


respectivement de sens contraires aux sens adoptés sur L et L’ ( fig. 1). 
On aura 


o(Ur+4;, En (Us, U_1) = Ua — Us = o(U+a, U_1:) — (Ur, Ur). 
Soit S l’aire de A, la relation équivalente 


o(Uz+a, Ur) — E(Ui, U_1) Ur+Aa— Ur 


Ur +A — Ur S 
En 9(Up+a, U_1) — o(Ur, U_v) Upsa— Ur 
4 Una — UL S 


pourra s’écrire à la limite, lorsque A tend vers M, 
(04) [et U1) | (A+ Ba + 0») = | 5G ect, U1) |A2+Bp+0%), 
L 


en désignant par A, 4, v les cosinus directeurs de la normale commune 
à L et L’ en M et ceci d’après la formule (9). D’ailleurs U_, étant 
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fonction ordinaire de U,, l’expression 
RE Ua =k ee 
aU, (Ur, U_1) = L 


sera une fonction ordinaire de U,. Soit maintenant V une fonction 
primitive de F(U) et posons 


(15) Vi = f F(U:) dur. 


On aura 
Vi = f (mi+ np + pr) 08 
L 


avec 


mik+np+ py= | su, 2 (Er) (AX+ Bu +Cy), 
Ë 


et l'équation (14) deviendra 
mi+np+pr=mitnp+ pe. 


A partir de maintenant, la démonstration est identique à celle de 
M. Volterra pour la fonction V,. On voit ainsi que V, est une fonction 
du premier degré en montrant qu’on peut considérer m, 7, p comme 
des fonctions des coordonnées du point M telles que l’on ait 


Ge OO Or EE 
dx dy 05 


De la relation (15) on conclut alors que U, est une fonction ordi- 
naire d’une fonction du premier degré V,, c’est-à-dire une fonction 
simple. 

Il faut du reste remarquer que l’équation fonctionnelle donnée ne 
peut avoir lieu en prenant pour 9 une fonction quelconque. Car, en 


posant 
Vi =f(U) 


la relation (13) s’écrira 


J(Ur+r) = f(U,)+ J( UL). 


, i 
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6. Isogencité. — Généralisons encore une autre notion introduite 
par M. Volterra. Nous dirons que deux fonctions (©), U, et V,, sont 
isogènes si le rapport 

UL dx + U, dy + UY oz 
Vs dx + V, dy + V; 02 


est indépendant de la variation considérée, c’est-à-dire si l’on a 


Copier 
DR Ne 
La valeur commune de ces rapports est une quantité déterminée 

en tout point M de L : H,,. Il est intéressant de connaître les pro- 
priétés communes à toutes les fonctions U, isogènes d’une fonction 
donnée V,. Nous savons déjà que celles pour lesquelles H, , est indépen- 
dant de M sont des fonctions ordinaires de V,. Mais nous ne connaissons 
rien sur les autres. Une première remarque évidente consiste en ce 
que deux fonctions (©) isogenes restent deux fonctions (©) isogènes 
apres un changement de variables x, y, z, ou, si l’on veut, une trans- 
formation ponctuelle des lignes L. Nous ferons encore un pas dans 
cette voie au moyen du théorème suivant : 


La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction (©) soit 
isogene d’une fonction simple est qu'on puisse la ramener par un change- 
ment de variables convenable à ne plus dépendre que d’une ligne plane 
(prise dans un plan fixe). La condition est nécessaire. En effet, si 
une fonction U, est isogène d’une fonction simple, elle est isogene 
d’une certaine fonction du premier degré 


Vi= f P de + Qdy + Ras. 
L 


Or on sait qu’on peut toujours trouver trois fonctions X, Y, Z 
de x, y, z telles que l’on ait 


P dx + Q dy +R ds = d1 + X dY. 
D'où 
Wi= f ay 3X — dX oY. 
L 
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Il existera donc une fonction H,, de L et de M telle que l’on ait 


SU = [Hi (aY 3X — dX 0Y). 
L 


Si maintenant on prend comme variables X, Y, Z et si l’on appelle 
L’, M’ les transformées de L, M, on aura 


Uys if Hy, w(d¥ 8X — dX OV). 
L' 


Par conséquent, 6U,, sera nul lorsque 2X et éY seront nuls tout le 
long de L’, quel que soit ¢Z. Dès lors, U,. pourra être considéré 
comme fonction de la projection L” de L’ sur XOY. 

Réciproquement, si une fonction U, ne dépend plus que des lignes 
d’un plan fixe, on peut prendre celui-ci pour plan voy et l’on aura 


SU, = feu: dx + U, dy) ds. 
L 


Orona 
U: dx + U, dy =o. 


On peut donc poser 


U: ds = Un, u dy, U, ds =— Ut x dx 
ct 
I , 
Vi = A fey — y dx. 


Alors le rapport 


Us. dx + U, dy + U8 _ 
Vi dx + V,0y+ Vos . lil 

sera indépendant de la variation : U, est bien isogène de la fonction 
simple V,. 


7. Intégration. — L'un des premiers problèmes qui se posent dans la 
théorie des fonctions (©) est celui de l'intégration des formules (4) 
et (8). Mais avant de chercher à déterminer U, par « ses dérivées 
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Cr nn ! ! / Mas 3 : , 
Éneaires LE, ne U, » ou par « ses dérivées planes A, B,C », il y alieu 
d’établir des théorèmes d’existence. 
Supposons d'abord que l'on donne le vecteur E, , : (A, B, Cell 


: : 
ny a pas toujours une fonction U, correspondante, comme on le verra 
dans les deux cas extrémes suivants : 


I. Su le vecteur E,, ne dépend que de la ligne L, 1 n'y a pas, en ge- 
néral, de fonction U, correspondante. Il ne peut y en avoir que si A, B, 
C sont les dérivées partielles d’une fonction ordinaire DÉS: a) 05) des 
ares S,, S,, S, des projections de L sur les plans de coordonnées et alors 
U, = o(S,, S:, S,) + const. En effet, si A, B, C ne dépendent que 
de L, on pourra écrire 


UL Ay f 208+ Bi f m8 -+ Ci [ v58 
CAN, L L 


OU, == Ay 0S, + Bi OS, + Cy 083, 


ou 


et la proposition s’obtient immédiatement en appliquant le théorème 
du n° 2. 


II. Su le vecteur E, y ne dépend que du point M : (x,y,z), Wu n'y a 
pas, en général, de fonction U, correspondante. Il ne peut y en avoir 
que si l’on a 

OA  0B aC 


(16) dx! dy d 


et alors U, est, à une constante additive près, une fonction du premier degre. 


Considérons un point M quelconque (fig. 2) et une sphère £ de 
rayon p, centre M. Puis traçons une courbe fermée sans points doubles 
sur cette sphère; elle divisera la sphère en deux régions £’et£”; soient 
maintenant A, B deux points de cette courbe qui la séparent en deux 
arcs /,, et 2 une courbe continue quelconque terminée en A et B, 
On pourra tracer deux courbes /, l’termintes respectivement en A, B 
et situées l’une sur }, l’autre sur }”, qui déterminent avec / deux 
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courbes fermées /+/, 7+’. Et l’on aura 
Ur, — Us, = fs OU;+;, 


Ur, — Use f. OU, | 
Ly 


Fig. 2. 


FC 


~ 
. 
Sp 


en faisant varier /’ de Z, à L, et ’ de Z, a /,. D'où, en ajoutant, 


o= fous, 
= 


L étant la courbe / sur 2, /’ sur Z’ et parcourant & dans le sens indi- 
qué. D'où enfin 


o= f [ [Ala »,2)4+ Bla, y, s)u + C(x, y, 2)»1 08 
x 


sa [SL (+B +2)a 
= 5, (az ao oe ?; 


l'intégrale simple étant prise dans le volume 5; de ZX. Par suite, la 
valeur moyenne de l'élément d’intégration est nulle dans X, quel que 
soit p. On voit donc, en faisant tendre © vers zéro, que l’on a au 
point M, qui est arbitraire, 


ou 


DA OB 00 
Ox dy ds 
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D'ailleurs, si cette condition est vérifiée, il ya une fonction U, cor- 
respondante qui est fonction simple, la fonction 


U= f Pdr+Qdy+Rés, 
L 


où P, Q, R sont des solutions des équations compatibles 


0 oR OR oP 

(17) A= — D Peon Oe. c= - 3 

8. Au lieu de nous donner A, B, C, nous pouvons nous donner 
U,. U,, U:. Mais il faut que les fonctions de L et de M choisies véri- 
fient la condition (3), de sorte qu’il n’y a à choisir au plus que deux 
fonctions arbitraires de L et de M. Nous allons même montrer qu’iln’y 
en a qu’une à choisir, lorsqu'on pose la condition bien naturelle que U, 
tende vers une limite déterminée U, lorsque L se réduit à l’origine. 
[Nous admettons ici cette propriété, tandis que nous avons démontré 
_ son existence lorsque l'équation fonctionnelle U,.,,,= o(U,, U,,) avait 
lieu |. En effet, soit / une ligne homothétique de L dans le rapport # 
par rapport à l’origine. Lorsque & varie de o à 1, / engendre un cône 
de sommet O terminé à la courbe L. Et l’on aura 


Or, en appliquant la formule (4) et désignant par uw), u,, u., les 
valeurs de U;, U,, U. relatives à /, au point æ,, y,, 3, de/,ona 


au if Le , OY CET 
AG Age tongs USE) a 


yee kx; YS Y; Sop ee 18056 


(aoe AE , 0% 
(uh Ge + Mn det GR 


) ds; — (x, ae, == ÿ1 Loe == 4a 174) ds, 


s étant l’arc compté sur L. L'expression 


aU, + yU, + 2U; 
Ann. Ec. Norm., (3), XXI. — DÉCEMBRE 1904. 72 
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est une certaine fonction de L et de M: K,,y. Si l’on désigne par AL 
et kM les homothétiques de L et de M dans le rapport #, on aura donc 


=f Ku, kM ds. 


1 
WU ff Ku,andsak 
0 L 
ou enfin 


” 1 
(18) US U, +f (f Kar, kM 4) ds. 
L 0 


En résumé, st l’on peut trouver la valeur de l "expression 


D'où 


Ki,u = Us + YU, + sU:, 


en tout point M d’une ligne fermée quelconque L, la valeur de U, est par- 
faitement déterminée à une constante pres U,, et nous connaissons son 
expression qui est donnée par la formule (18). 


9. On tire aussitôt de cette formule une importante conséquence 
qui généralise le théorème II (n° 7). 


La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction (©) soit du 
premier degré (à une constante additive pres) est que U,, U,, U, ne 
dépendent que du point M et de la tangente à L en ce point. 


Cette condition est évidemment nécessaire. Elle est suffisante 
lorsque la fonction U, existe, pour qu’on soit assuré qu’elle est du pre- 
1 
mier degré. En effet, sila condition est remplie, l'expression / Kis adh 
0 


est uniquement une fonction de M et de la direction de sa tangente. 
La fonction U, est done de la forme 


U,=U,+ f F(a, y, 5, dx, dy, ds), 
L 


déni a 
"TA 
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f étant une fonction homogène et du premier degré en dx, dy, dz. D'où 
= fF fre on Ce a) Of 4 fi.) or. 
Ê L 


Comme U,, U,, U, n’admettent qu’une seule détermination, on voit 
qu’on a 


DO af, U,ds=f,—dfj,, UV ds—f. dha 


Donc les seconds membres ne doivent dépendre que de +, y, z, dx, 


dy, dz et non pas de dx, d'y, d?z. Ce qui ne peut arriver que si f 
prend la forme 


f(x,y, 2, dx, dy,dz)=P(2,v,z)dx+Q(a,y,2)dy + R(x, y, 2) ds. 


La proposition est ainsi démontrée. 
On pourrait examiner par une méthode analogue le cas où U,, U,, U; 
ne dépendent que de M, de sa tangente et de sa courbure, etc. 


FIN DU TOME VINGT ET UNIEME. 
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